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Aufgabe 25. (Kommutatorgruppe)

(a) Sei G Gruppe, und () # M eine Menge von Untergruppen von G. Man
zeige, dafl (M eine Untergruppe von G ist.
Fiir M C G setzt man (M) = ({U C G : M C U und U ist Untergruppe von G}.
Nach Teilaufgabe (a) ist (M) also eine Untergruppe von G sie heifit die von M
erzeugte Untergruppe.
Sei G eine Gruppe. Wir setzen K¢ := ({aba='b~! : a,b € G}). Man beweise
(b) Fiir alle g € G ist p4(K¢g) = Kg, wobei ¢,: G — G, h— ghg™! der von g¢
induzierte innere Automorphismus ist.
(¢) K¢ = {e} genau dann, wenn G abelsch ist.

Aufgabe 26.
Seien U und V beide K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: U — V heifit line-
ar oder Vektorraumhomomorphismus, falls Yu,veU(f(u 4+ v) = f(u) + f(v)) und
YoeUVaeK (f(av) = af(v)).
(a) Man beweise fiir U, V, W alle K-Vektorrdume und f: U — V und ¢g: V —
W linear, daf} g o f linear ist.
Fiir eine lineare Abbildung f: U — V und a € K setzt man (af): U — V,
ur— af(u).
(b) Man zeige, dal «f eine lineare Abbildung ist.
(¢) Man zeige, daB (af)og=a(f og) = fo(ag).
(d) Man gebe ein Beispiel fiir einen Vektorraum V und lineare Abbildungen
f,9: V=V an, mit fog#go f.

Aufgabe 27.

Seien U,V K-Vektorrdume und f: U — V linear. Man beweise.
(a) Im(f):= f(U) ist Untervektorraum von V.
(b) Ke(f):={u €U : f(u) =0} ist Untervektorraum von U.
(c) f ist injektiv genau dann, wenn Ke(f) = {0}.



Aufgabe 28. (Doppeldualraum, Teil 1)
Sei V' ein K-Vektorraum.

(a) Man zeige, dafl V*:=Hom(V,K):={f: V — K | f linear} ein Vektor-
raum mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ist (dh mit (f +
9)(®) = [(v) + g(v) und (af)(v) = af(v)).

Bemerkung: V* heifit der “Dualraum” zu V.

(b) Nach (a) ist also auch V** = (V*)* ein Vektorraum, der sogenannte “Dop-
peldualraum”. Man zeige, dafl die Auswerteabbildung ev: V' — V** gege-
ben durch

ev(v)(f) = f(v)

ein Vektorraumhomomorphismus ist.
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