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Aufgabe 37.
Man berechne die inverse Matrix von

A=

o O O
OO ==
O~ —~
— = = =

Loésungshinweise.

Das Inverse der Matrix A wird berechnet, indem A mittels elementarer Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix tiberfithrt wird und gleichzeitig dieselben Umfor-
mungen auf die Einheitsmatrix angewendet werden. Das Inverse von A ist dann
diejenige Matrix, die durch diese Umformungen aus der Einheitsmatrix entstanden

1st.
11 1 1 10 00
01 11 01 00
0 011 0 01 0
0 0 01 0 0 01
1110 1 0 0 -1
01 10 01 0 -1
0 01 O0 0 01 -1
0 0 01 0 0 0 1
1100 1 0 -1 0
01 00 01 -1 0
0 01 O0 0 0 1 -1
0 0 01 00 0 1
10 00 1 -1 0 O
01 00 0 1 -1 0
0 01 O0 0 0 1 -1
0 0 01 0 0 0 1
Damit ist das Inverse von A gegeben durch

1 -1 0 0

I
AM=10 0 1 -1
0



Aufgabe 38.
Fiir jede 2 x 2-Matrix

_ a b 2%2
A_(C d)eR

seien die Determinante det(A) € R von A und die Pseudoinverse A € R2%2 definiert
durch

det(A) := ad — b und A= ( d =0 ) .

—C a

Man zeige das Folgende.
(a) Fiir alle A, B € R?*2_ gilt det(AB) = det(A) det(B).
(b) Fiir alle A € R2%2 gilt AA = AA = det(A)E.
(c) Fiir alle A € R?*2 gilt
(i) A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0.
(ii) Ist A invertierbar, so ist A= = m;l.

Loésungshinweise.

(a) Es seien A, B € R?*2 gegeben durch

[ a b (e f
A_<cd> bzw. B_<gh>'
Dann gilt

i =an((2 1) (5 1)) on( 2l o)
= (ae +bg)(cf + dh) — (af + bh)(ce + dg)
= aecf + aedh + bgcf 4+ bgdh — afce — afdg — bhce — bhdg
= adeh + befg — adf g — beeh = (ad — be)(eh — fg)
= det(A) det(B).

(b) Fiir A und A wie oben gilt
~ [ a b d =b\ ([ ad—bc —ab+ba \ _
AA_(C d)(c a)_(cddc cb+da)_det(A)E’
~ d —-b a b da — be db — bd
AA<—C a)(c d><—ca+ac —cb+ad>det(A)E'

(c) (i) = Sei A invertierbar. Dann existiert A=! € R?*? mit AA~! =
A7'A = E, und es gilt

det(A) det(A~1) @ det(AA~Y)

= det(FE)
=1
= det(FE)

@ det(A~1) det(A).

Also ist det(A) invertierbar und damit insbesondere ungleich
Null.



<: Sei det(A) # 0. Dann ist m;l wohldefiniert, und es gilt

1 ~ 1 ~
A <det(A) A> ~ det(A) A4
©p

? () 4

Somit ist A invertierbar mit Inversem A~1 = 3 1A
et(A)

(ii) Ergibt sich unmittelbar aus dem Beweis von “(i)<".

Aufgabe 39. (Doppeldualraum, Teil 3)
Wir verwenden alle Bezeichnungen von Aufgabe 28 und 35 weiter.

(a)
(b)

()

Zeigen Sie, dass ev: V' — V** injektiv ist.
Zeigen Sie, dafl Bilder von V unter ev in V** stets die Eigenschaft haben,
auf nur endlich vielen der m; von 0 verschieden zu sein.

Mit anderen Worten: zeigen sie Vv € VIK € NVk > K.ev(v)(my) = 0.
Folgern Sie, dafl ev: V — V** nicht surjektiv ist.

Loésungshinweise.

(a)

Da ev linear ist geniigt es zu zeigen, dafi der Kern 0 ist. Sei also ev(v) = 0.
Wir zeigen dafl v = 0. Angenommen nicht. Dann ist {v} linear unabhiingig
und kann zu einer Basis ergiinzt werden; wir kénnen eine lineare Abbildung
dadurch definieren, dafl wir die Bilder der Basis beliebig vorgeben. Insbeson-
dere gibt es ein f € V* mit f(v) = 1. Dann ist aber ev(v)(f) = f(v) =1#0
im Widerspruch zu ev(v) = 0.

Sei also v € V. Da die e, gemifl 35(a) eine Basis von V bilden, gibt es
LeN, ki,....,kp e Nund o1,...,a¢ € Rmit v = aex, + ...+ axey,. Sei
K = max{kq,...,ke}.

Sei k > K, dann ist ev(v)(mg) = mr(v) = mp(rer, + ... + ave,) =

ogmp(eg,) + ...+ agmi(ex,) = 0, da k grofler als K und damit als alle k;
und also insbesondere von allen k; verschieden.
Da die {m; | i € N} nach 35(b) linear unabhiingig sind, konnen wir sie
zu einer Basis ergéinzen. Da wir lineare Abbildungen dadurch definieren
konnen, gibt es also eine lineare Abbildung E: V* — R mit E(m;) =1 fiir
alle 7 € N. Dieses E ist aber nicht im Bild von ev.

Angenommen doch, etwa ev(v) = E. Dann gilt aber fiir alle ¢ € N daf
1= E(m) = ev(v)(m;) im Widerspruch zu (b).

Aufgabe 40. (Dualraum als kontravarianter Funktor)
Fiir V und W Vektorrdume und f € Hom(V,W) definieren wir f*: W* — V*
durch f*(F)=Fo f.

Man beweise die folgenden Aussagen.

(i)
(i)
(iif)

Fiir f € Hom(V, W) is f* € Hom(W*, V*).
Die Abbildung Hom(V, W) — Hom(W*,V*), f — f* ist linear.
(idy)" = idy - wobei idx die Identitit auf dem Vektorraum X bezeichnet.



(iv) Fiir f € Hom(V,W), g € Hom(W, X) ist (go f)* = f* o g*.

Losungshinweise.

Abgabetermin. Montag, 18.1.2010, 12hct im Ubungskasten.



