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Ubungen zu “Lineare Algebra I”

Aufgabe 33. (Freie Vektorrdume mit Basis M)

Sei M eine Menge und K ein Koérper. Betrachte KM = {(a;)iepr € KM | a; #
0 nur fiir endlich viele ¢} mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikati-
on.

(a) Man zeige, daB K™) mit der angegebenen Struktur ein K-Vektorraum ist.

(b) Man zeige, daB K™) der freie K-Vektorraum iiber M ist. Mit anderen

Worten, man gebe eine geeignete Abbildung ¢: M — K™ an und beweise,

daf} es fiir alle K-Vektorrdume V und alle Abbildungen +/: M — V genau

eine lineare Abbildung f: K™) — V gibt, so daB fiir alle m € M gilt

f((m)) =/ (m).

Bemerkung: Sie werden feststellen, daf$ Sie beim Beweis an keiner Stelle ver-

wenden, daf$ es multiplikative Inverse in K gibt. In der Tat gilt die Aussage sogar,
wenn K nur ein kommutativer Ring ist; man spricht dann vom “freien Modul”.

Losungshinweise.

(a) Es geniigt zu zeigen, daB K™) C KM ein Untervektorraum ist. In der
Tat rechnet man leicht nach, daf gilt supp(f + g) € supp(f) U supp(g)
und supp(af) C supp(f), wobei supp(f) = {a : f(a) # 0} der Triiger
(“support”).

(b) Setze t(m) = (dim)icn-

Sei j: M — V wie angegeben. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit
der gesuchten Abbildung f. Sei also (a;)iens € k™) und seien iy, ..., 17,
diejenigen endlich vielen i € M mit a; # 0. Dann ist f((a;)) = f((ai,0ii, )i+
(@i 6ii, )i) = flaie(in) +- - aie(ie)) = ai f(u(in)) +. . Fa, f(ul(ie)) =
ai, V(i) + ... 4 ai,t (30).

Man rechnet leicht nach, dafl das so definierte f in der Tat wohldefiniert
ist (da + in V kommutativ, ist der Ausdruck a;,¢'(i1) + ...+ a;,¢/(i¢) un-
abhéngig von der willkiirlichen Auswahl einer Reihenfolge auf der von 0
verschiedenen Folgeglieder. Dann sieht man leicht, dafl f auch eine lineare
Abbildung ist.

Aufgabe 34. (Basisergéinzung und Freiheit von Vektorrdumen)
Sei V' ein K-Vektorraum.

Bemerkung: wir sagen, daf$ eine Menge U C V linear unabhdngig ist, falls es die
zugehorige Familie (u)yey ist. Mit anderen Worten, U ist linear unabhdngig, wenn
fiir alle paarweise verschiedenen uy, . . ., uy, das Tupel (u1, ..., u,) linear unabhingig
1st.



(a) Sei U C P (V) Menge linear unabhéngiger Teilmengen von V. Gelte ferner
YUW € UUU C WV TIW CU). Man zeige, dal dann U = {« | U €
U(z € U)} linear unabhéngig ist.
Sei nun Uy linear unabhingig. Betrachten wir nun speziell U = {U C V : Uy C
U und U linear unabhingig}, so ist U # O und nach (a) hat jede (beziiglich Inklu-
sion) total geordnete Teilmenge von U eine obere Schranke in U. Nach dem Zorn-
schen Lemma hat U ein maximales Element.

(b) Sei U C V linear unabhéngig und gelte ferner fiir jedes linear unabhingige
W CV mit U CW, dal U =W. Man zeige, dal U Basis von V ist.
Damit ist also gezeigt, daf jede linear unabhdngige Menge zu einer Basis erginzt
werden kann. Dies darf in folgenden Ubungsaufgaben verwendet werden.
(¢) Sei U C V Basis, W ein K-Vektorraum, und g: U — W Abbildung.
Man zeige, dal es genau eine lineare Abbildung f: V — W gibt mit
Vo € U(f(v) = g(0v)).

Loésungshinweise.

(a) Angenommen nicht. Dann gibt es ug,...,u, € |JU paarweise verschieden,
ai,...,a, € K nicht alle 0 mit ), a;u; = 0. Da u; € [JU gibt es U; € U
mit u; € U;. Da die U; total geordnet, gibt es k mit Uy, ..., U, C Ug. Dies
steht aber im Widerspruch zu Uy, linear unabhaingig.

(b) Da U nach Voraussetzung linear unabhiingig ist miissen wir nur noch zei-
gen, dal U auch Erzeugendensystem ist. Sei also v € V. Falls v € U ist
die Behauptung klar. Andernfalls ist aber U U {v} echte Obermenge von
U, also linear abhéngig. Da U linear unabhéngig ist, muf8 v mit von 0
verschiedenem Koeffizienten an der die lineare Abhéngigkeit bezeugenden
Linearkombination beteiligt sein. Auflésen nach v liefert die Behauptung.

(¢) Da U Basis von V gibt es fiir jedes v € V' genau eine(!) Darstellung von v
als v =), oyu; mit uy,...,u, € U paarweise verschieden, ay,..., o, € K
alle nicht 0. Wir setzen f(v) = >, a;g(u;).

Aufgabe 35. (Duppeldualraum, Teil 2)
Betrachte den Vektorraum V = R®™ = {(a;);en € RY | a; # 0 nur fiir endlich viele i}
mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.

Bemerkung: In Aufgabe 33 wurde gezeigt, dafy V' mit der angebenen Struktur
tatsdchlich ein Vektorraum ist.

Wir verwenden das “Kronecker Symbol” §; ;, definiert durch

(1 i=j
0ij = { 0 sonst
(a) Es sei e, = (d;x)ien € V die Folge die aus lauter Nullen besteht und nur

an der k-ten Stelle eine Eins hat.
Zeigen Sie, dafl {ej | k € N} eine Basis von V ist.



(b) Da wir lineare Abbildungen dadurch definieren konnen, daf§ wir die Bilder
einer Basis beliebig vorgeben haben wir also insbesondere die Abbildungen
m; in V* gegeben durch

mi(ej) = i
Zeigen Sie, dal {m; | i € N} C V* linear unabhéngig ist.
(Wird fortgesetzt auf Blatt 10.)

Lésungshinweise.

(a) Linear unabhiingig. Seien aq,...,ay € R und ki,...,k¢ € N paarweise
verschieden mit age, + ...+ ager, = 0 = (0),en. Folgen sind gleich, wenn
Sie an jeder Stelle gleich sind; insbesondere liefert ein Vergleich an der Stelle
ki daf} Q; = 0.
Erzeugendensystem. Sei (an)neny € V und seien i1,...,i, die endlich
vielen(!) Stellen, an denen a; # 0. Dann ist (an)neny = @iy €iy + ... + @i, €4,.
(b) Seien a,...,ap € R und ky,..., ks € N paarweise verschieden mit aym;, +
...+ aym;, = 0. Insbesondere gilt an der Stelle e;, gerade 0 = O(eij) =
(armiy + ..+ apmy,)(es;) = aamy (€q;) + .. 4 aemi, (eq;) = .

Aufgabe 36. (Zerlegung in Kern und Bild)
Es seien U und V' Vektorrdume.
(a) Sei C C U ein Untervektorraum. Zeigen Sie, daf es einen Untervektorraum
X C U gibt, mit U =C® X.
(b) Sei f: U — V linear. Zeigen Sie, dafl es X C U Untervektorraum gibt mit
U=Ke(f)® X, und X — Im(f),z — f(z) ist Isomorphismus.

Losungshinweise.

(a) Sei B¢ C K eine Basis von C. Ergénze By zu einer Basis By D B¢ von
U. Setze X = span(By \ B¢). Dann gilt U = C & X.

In der Tat, C+X = span(B¢)+span(By\B¢) = span(BcU(By\B¢)) =

span(By) = U. Ferner gilt fiir v € X N K, daf sich v schreiben 148t als

v = o + ...+ by = 4] + ...+ )b, mit by,...,bs € By \ Be

und b,...,b; € Bc jeweils paarweise verschieden. Da by,...,bg, b7, ..., b,
paarweise verschiede Elemente der Basis By sind, also insbesondere linear
unabhingig, gilt 0 = oy = ... = a4, = o) = ... = a, insbesondere also
v=0.

Bemerkung: X ist nicht eindeutig bestimmit.

(b) Esist Ke(f) C U Untervektorraum. Also gibt es nach (a) ein X mit Ke(f)®
X =U. Zeige noch X — Im(f),z — f(z) ist bijektiv.

In der Tat, sei v € Im(f). Dann gibt es u € U mit v = f(u). Schreibe
walsou =k+a mit k € Ke(f), z € X. Dann gilt f(z) = f(z+k —k) =
Flo+ k) — F(k) = f(u) — 0 =v.

Sei x € X mit f(z) = 0. Dann z € Ke(f), also x € X NKe(f) = {0}.
Also z = 0.



Abgabetermin. Montag, 21.12.2009, 12hct im Ubungskasten.

Dies ist das letzte Ubungsblatt vor den Ferien. Blatt 10 wird am 11.1.2010
veroffentlicht und ist am 18.1.2010 abzugeben. Wir wiinschen allen frohe und ge-
segnete Weihnachten.



