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Aufgabe 25. (Kommutatorgruppe)

(a) Sei G Gruppe, und @) # M eine Menge von Untergruppen von G. Man
zeige, dafl (| M eine Untergruppe von G ist.
Fiir M C G setzt man (M) = ({U C G : M C U und U ist Untergruppe von G}.
Nach Teilaufgabe (a) ist (M) also eine Untergruppe von Gj sie heifit die von M
erzeugte Untergruppe.
Sei G eine Gruppe. Wir setzen K¢ := ({aba='b~! : a,b € G}). Man beweise
(b) Fiir alle g € G ist py(K¢g) = Kg, wobei ¢,: G — G, h+— ghg™! der von g¢
induzierte innere Automorphismus ist.
(¢) K¢ = {e} genau dann, wenn G abelsch ist.

Losungshinweise.

(a) Fir U € M ist e € U, also e € (Y M. Seien z,y € (M und U € M, dann
x,y € U, also zy € U. Es folgt zy € [ M. Ebenso fiir Inverse.

(b) Fiir g,a,b € G ist pg4(aba='b™1) = gaba='b~! = gagg~'bgg~ta"tgg~ b1,
also der Kommutator von ¢4(a) und ¢g4(b). Damit ist ¢4 (Kg) C Kg ge-
zeigt. Also auch ¢,—1(Kg) C Kg und damit Kg = ¢g4(p,-1(Kg)) C
Pg(Ka).

(c) Sei G abelsch. Dannist Kg = ({aba=1b"! : a,b € G}) = {{e : a,b€ G}) =
{{e}) = {e}.

Sei Umgekehrt Ko = {e}. Dann ist fiir a,b € G gerade aba='b~! €
Kg = {e}, also aba=b~1 = e, also ab = ba.

Aufgabe 26.
Seien U und V beide K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: U — V heift line-
ar oder Vektorraumhomomorphismus, falls Vu,veU(f(u 4+ v) = f(u) + f(v)) und
YoeUVaeK (f(av) = af(v)).
(a) Man beweise fiir U, V, W alle K-Vektorrdume und f: U — V und g: V —
W linear, dal g o f linear ist.
Fiir eine lineare Abbildung f: U — V und a € K setzt man (af): U — V,
ur— af(u).
(b) Man zeige, dal «f eine lineare Abbildung ist.
(¢) Man zeige, daB (af)og=a(f og) = fo(ag).
(d) Man gebe ein Beispiel fiir einen Vektorraum V' und lineare Abbildungen
f,9: V=V an, mit fog#go f.



Loésungshinweise.

(d) V =R? f(z,y) = (,0), g(z,y) = (y,2)

Aufgabe 27.
Seien U,V K-Vektorrdume und f: U — V linear. Man beweise.

(a) Im(f):= f(U) ist Untervektorraum von V.
(b) Ke(f):={ueU : f(u) =0} ist Untervektorraum von U.
(c) f ist injektiv genau dann, wenn Ke(f) = {0}.

Losungshinweise.

(c) Ist f injektiv, so ist offebar Ke(f) = {0}; sei andererseits Ke(f) = {0} und
2,y € U mit f(z) = £(y). Dann 0 = £(2) — f(y) = f(z—y), also 2 —y = 0.



Aufgabe 28. (Doppeldualraum, Teil 1)
Sei V' ein K-Vektorraum.

(a) Man zeige, dafl V*:=Hom(V,K):={f: V — K | f linear} ein Vektor-
raum mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ist (dh mit (f +
9)(®) = [(v) + g(v) und (af)(v) = af(v)).

Bemerkung: V* heifit der “Dualraum” zu V.

(b) Nach (a) ist also auch V** = (V*)* ein Vektorraum, der sogenannte “Dop-
peldualraum”. Man zeige, dafl die Auswerteabbildung ev: V — V** gege-
ben durch

ev(v)(f) = f(v)

ein Vektorraumhomomorphismus ist.

Loésungshinweise.

(a) Wir zeigen, da8 Hom(V, K) C KV ein Untervektorraum ist.

Seien also f,g € V*, v,w € V und a, 8,y € K. Dann ist (f + g)(av +
Bu) = flav ¥ fu) + glov + fuw) = af(v) + Bf(w) + aglv) + fg(w) =
o (f+9)(0))+B((f +9)(w)) und (3 £)(aw-+Bw) = 1 (@t Buw) = A(af (o) +
Bf(w)) = avf(v) + By f(w) = al(vf)(v) + B(vf)(w).

(b) Seien u,v € V und o, 8 € K. Zu zeigen ist ev(av+ fw) = aev(v) + fev(w).
Zwei Abbildungen sind gleich, wenn sie auf allen Elementen gleich sind. Sei
also f € V*. Dann ist ev(aw + fw)(f) = f(av + pw) = af(v) + Bf(w) =
aev(v)(f) + fev(w)(f).
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