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Ubungen zu “Lineare Algebra I”

Aufgabe 13. (Binomischer Lehrsatz)
Ist n eine natiirliche Zahl so bezeichnen wir mit n! das Produkt der Zahlen 1 bis n,
also

n

Mit anderen Worten 0! =1, (n 1)' (n+ 1)

+
Die Binominialkoeffizienten < Z ) sind wie folgt definiert.
n k!(nfk)! O<k<n
()
0 sonst

Man zeige das folgende.

(a) Es gilt
n n [ n+1
k E+1 ) \k+1
(b) Sind A und B quadratische Matrizen mit AB = BA, so gilt

(A+B)" = zn: ( L ) Akpr—k

k=0
Bemerkung: die in (b) bewiesene Formel wird auch als “binomische Formel” be-
zeichnet.

Losungshinweise.
(a) Fiir 0 <k < n sieht man

(i) ()
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Fiir k£ < 0 stehen links und rechts jeweils 0, ebenso fiir £ > n. Fir k =n
ergibt sich die linke Seite zu 1 + 0 und die rechte zu 1.



(b) Induktion nach n. Der Fall n = 0 ist klar (beide seiten sind die Einheits-
matrix).
Fall n > 0. Es ist
(A+ By =

(A+B)(A+B)" ' =
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Aufgabe 14.
Seien A und B Mengen und f: A — B ein Funktion. Es bezeiche f~! die Urbild-
funktion, also f~1(Y) ={z € A: f(z) € Y} fir Y C B. Ferner ist fir X C A die
Schreibweise f(X) definiert als f(X) = {f(z) : z € X}.
Man beweise fiir M, N C Bund X,Y C A.

(a) [THMUN) = f~HM)U f~H(N)

(b) fTHMNON) =1 (M) N fHN)
(0) F(XUY) = f(X)UF(Y)
(d) Es gibt A und B Mengen, f: A — B Funktion, sowie X, Y C A mit
FXNY)# f(X)n fY).

Losungshinweise.

(a) “C”.Sei z € f~Y(M UN). Dann ist f(r) € M UN, also f(x) € M oder
f(x) € N. Dann ist aber x € f~1(M) oder z € f~}(N), alsox € f~1(M)U
).

“D7. Sei x € fTYM)U f7YH(N). Dann z € f~1(M) oder f~1(N), und
damit f(x) € M oder f(z) € N, also f(z) € M U N. Damit ist aber
z € fTH(MUN).



(b) “C”. Sei z € f~Y(M N N). Dann ist f(z) € M NN, also f(z) € M und
f(x) € N. Dann ist aber x € f~1(M) und z € f~}(N), also x € f~}(M) N
7).

“D”. Sei x € fH (M) N f7Y(N). Dann z € f~1(M) und f~(N), und
damit f(z) € M und f(x) € N, also f(x) € M N N. Damit ist aber
z € fTHMNN).

(c) “C7.Seiy € f(MUN). Dann gibt es also ein z € M UN mit f(z) = y. Ist
x € M,soisty = f(x) e f(M)C f(M)U f(N). Ist andererseits x € N, so
ist y = f(x) € F(N) C F(M)U f(N).

“D”. Wir zeigen f(M) C f(MUN); die Inklusion f(N) C f(MUN) geht
genau so. Sei also y € f(M). Dann gibt es € M mit f(z) = y. Da dann
aber auch x € M UN, denn M C M UN, gilt auch y = f(x) € f(M UN).

(d) Wir kénnen beispielsweise A = {0,1}, B = {0}, f: A — B mit f(0) =
f(1)=0, X ={0}, Y = {1} wiihlen. Dann ist naemlich f(XNY) = f(0) =
0, aber f(X)N f(Y)={0}n{0} = {0} #0.

Aufgabe 15.
Fiir M eine Menge von Mengen definiert man die Vereinigung als

UMZ{:C:HAEMJCEA}

(a) Man zeige |J{A, B} = AUB.
(b) Man zeige fir JM C X, f: X — Y Abbildung dafl

fUM) = J{r@) : Ae My

Losungshinweise.

(a) Sei z € |J{A,B}. Also gibt es y € {A,B} mit x € y. Alsoxz € AVz € B.
Alsoz € AU B.
Seix € AUB. Dann z € AV x € B. Also gibt es y € {A, B} mit x € y.
Also z € |U{A4, B}.
(b) Sei y € flJM]. Dann ist y = f(a) fiir ein a € |JM. Also gibt es A € M
mit a € A. Dann ist aber y = f(a) € f[A], also f(a) € U{f[4] : A€ M}.
Sei andererseits y € J{f[4] : A € M}. Dann gibt es A € M mit
y € f[A]. Also y = f(a) fiir ein a € A. Es ist also a € A € M, also

ac€ UM, alsoy = f(a) € flUM].

Aufgabe 16. (Kategorische Beschreibung von Injektivitit)

Sei f: Y — Z Abbildung. Man beweise
f ist genau dann injektiv, wenn fiir jede Menge X und alle Abbil-
dungen ¢g,¢': X — Y gilt: fog=fog = g=4.



Loésungshinweise.

Seien f injektiv, g,¢': Z — Y mit fog = fog'. Wir zeigen g = ¢'. Sei also z € X.
Wir miissen zeigen g(z) = ¢'(z). Wegen fog= fog gilt aber f(g(x)) = f(¢'(2)),
also wegen [ injektiv g(x) = ¢'(z).

Hier verwendeten wir, dafi “f injektiv’ auch als “Vy,y'.(f(y) = f(¥') = y =
y')” formuliert werden kann, was einfach die Kontraposition der in der Vorlesung
angegebenen Definiton “Vy,y'.(y #y' = f(y) # f(y))” ist.

Gelte fiir alle Abbildungen ¢,¢': X — Y dal fog= fog = ¢g=g. Wir
zeigen, daf f injektiv ist. Seien also y,y’ € Y mit f(y) = f(y'). Setze X =1 = {0}
und definierge g,¢’: 1 — Y druch ¢g(0) = y und ¢’(0) = ¢’. Dann ist f(g(0)) =
fly) = f(¥) = f(4'(0)), also fog = fog'. Nach Vorraussetzung ist also g = ¢,
insbesondere y = g(0) = ¢'(0) = v/'.

Abgabetermin. Montag, 16.11.2009, 12hct im Ubungskasten.



