85 Grundbegriffe der Graphentheorie

Definition

Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V, E) bestehend aus einer Menge V' # () von Knoten oder Ecken
(englisch wertex) und einer Menge E C Py(V). Die Elemente von E heilen (ungerichtete) Kanten (engl.
edge). Ist e = {Ap, A1} eine Kante, so sagt man, daf§ die Kante e die Knoten Ay und A; verbindet.

Graphen veranschaulicht man durch Diagramme, wobei derselbe Graph durch verschiedene Diagramme
dargestellt werden kann. Der Graph G = (V, E) mit V = {A;, As, A3, Ay, A5} und E = {{A1, A2}, {41, A3},
{A1, Ay}, {As, A3}, {As, Ay}, {As, Ay}, {As, A5}, {A4, A5} } wird z.B. durch jedes der folgenden drei Dia-

gramme dargestellt

A5 A5 A5

Ay As Ay As Ay A3

Al A2 Al\\\&J A2
Definition

Zwei Graphen G1 = (V1, F1) und Gy = (Va, Es) heiflen isomorph (in Zeichen G1 = G), falls es eine bijektive
Abbildung f : V4 — V4 gibt, so daf fir alle A, B € V; gilt: {A,B} € By < {f(A),f(B)} € Es
(dh. Er ={{f(A), f(B)}: {A, B} € Ex}).

Man nennt f dann einen Isomorphismus von Gy auf Gs.

Beispiele.
(a) f:={(A41,Q),(A3,U), (A3, R), (A4, T), (A5, S), (A, P)} ist ein Isomorphismus von G; auf Gs:
Gy Ay G2 P

Ag Ay U Q

As As T R

Ay S

) Die folgenden Graphen sind paarweise nicht isomorph:

S
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Bemerkung: Wenn man z.B. sagt, dafl es 34 Graphen mit 5 Ecken gibt, dann ist gemeint, dafl es 34
Isomorphieklassen solcher Graphen gibt. Unter einer Isomorphieklasse von Graphen versteht man dabei die

Gesamtheit der zu einem vorgegebenen Graphen isomorphen Graphen.

In diesem Sinne gibt es z.B. genau 4 Graphen mit 3 Ecken: ® I i i

Definition

Fiir jede Ecke A eines Graphen G = (V, E) heifit grad;(A) :==|{e € E: A € e}| der Grad von A (in G).
5.1 Lemma.
Ist f ein Isomorphismus von G auf Gy, so gilt gradg, (A) = gradg, (f(A)) fiir alle Ecken A von Gy.

Beweis:

grad(f(A4)) = [{e € Bz : f(A) € e}| = [{{f(X), f(Y)} :{X, Y} € E1 & f(A) € {f(X), f(Y)}} =
=|{{X,Y} € E : Ae{X,Y}} = grad(A).

5.2 Lemma (Euler-Formel oder Handschlaglemma).
Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt . gradg(4) =2-|E|.

Insbesondere ist die Anzahl der Knoten A € V' mit ungeradem Grad gerade.

Beweis :
. 1 fallsAce

A) = A Ae) = :
gradg(A) = >_.cp (A, €), wobei §(4, e) {0 sonst

Paeveradg(A) =3 4y Deepd(Ae) =3 cpdacy 0(Ae) =3 cp2=2E|
[Addiert man alle Eckengrade, so zdhlen man dabei jede Kante {A, B} genau zweimal (einmal bei A und

einmal bei B).]

Definition. Sei G = (V, E) ein Graph.

(1) G heiBlt bipartit, wenn es eine disjunkte Zerlegung V = V1UV; von V gibt, so daB fiir jede Kante ¢ € £
gilt 34, € V134, € Va(e = {41, As}).

(2) G heifit vollstindig, wenn E = Pa(V) ist, d.h. wenn in G je zwei Punkte durch eine Kante verbunden

sind.

(3) G heiflt vollstindig bipartit, wenn es eine disjunkte Zerlegung V = V;UV, von V gibt, so daf gilt
E = {{Al,Ag} : A1 € Viund Ag € ‘/2}

Offenbar sind je zwei vollstandige Graphen mit n Knoten isomorph zueinander; jeder Graph aus dieser
Isomorphieklasse wird mit K, bezeichnet. Ebenfalls sind je zwei vollstandig-bipartite Graphen mit |Vi| =n

und |Vz| = m isomorph zueinander; jeder Graph aus dieser Isomorphieklasse wird mit K, ,,, bezeichnet.
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Ky Ky K3 Ky Ks

Zwei isomorphe Darstellungen des K33 (A— Ay, B A3, C— A5, X — Ay, Y — Ay, Z — Ag)

As Ay X Y Z

A(; Ad

Ay Ay A B C

Zur graphentheoretischen Behandlung des bekannten Problems vom Fahrmann mit Wolf, Ziege und Kohl
verwendet man am geeignetsten einen bipartiten Graphen mit den folgenden Ecken:

Vi Vs
A | FWZK | | | FWZEK | B
Ay | FZK |W | W | FZK | B,
A3 |FWK | Z | Z| FWK | B;
Ay |FWZ | K | K |FWZ | By
As | FZ |WK | WK | FZ | Bs

Der folgende Graph beschreibt die Losung des Problems:

Aq B,
Ay By
As B3
Ay By
As Bs
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Definition.

Sei G = (V, E) ein Graph. Unter einem Kantenzug (in G) versteht man eine Folge (Ao, ..., A,) von (nicht
notwendig verschiedenen) Ecken von G, so dafl {4;, 4,41} € E firi=0,...,n—1.

Ein Kantenzug (Ay, ..., A,,) heilit geschlossen, wenn Ay = A,,. Ansonsten nennt man den Kantenzug offen.
Ein Kantenzug heiit Weg, wenn keine Kante mehrfach auftritt, d.h. wenn {A;, A;41} # {4, Aj41 } fiir i # 5.
Die Ldnge eines Kantenzuges ist die Anzahl seiner Kanten, d.h. der Kantenzug (A, ..., 4,,) hat Linge n.
Ein geschlossener Weg mit einer Linge > 3 heifit ein Zyklus (oder Zykel).

Zwei Knoten A, B von G heiflen verbindbar (in G ), wenn es (in G) einen Kantenzug mit Anfangspunkt A und
Endpunkt B gibt. Die Aquivalenzklassen der Relation “verbindbar” heifen Zusammenhangskomponenten
(kurz Komponenten) von G. Ein Graph G heiit zusammenhingend, wenn in G je zwei Knoten verbindbar
sind, d.h. wenn G nur eine Zusammenhangskomponente besitzt.

5.3 Lemma.

Ein Graph G = (V, E) ist genau dann zusammenhingend, wenn fiir jede disjunkte Zerlegung V = V;UV;
mit Vi, Va # 0 eine Kante e = {A, B} mit A € Vi, B € V; existiert.

Beweis:

I. Sei G zusammenhingend und V = ViUV, mit Vi, Vs # (. Dann existieren P € V; und Q € V5. Da
G zusammenhéngend ist, existiert ein Kantenzug (Ao, ..., 4,) mit 49 = P, A, = Q. Sei k minimal mit
Ay € Vo. Dann k > 0, A1 € V7 und {Ak—hAk} € FE.

II. Sei G nicht zusammenhéngend und P € V. Sei V; := [P] (= {A € V : A verbindbar mit P}) und
Vo :=V \ V4. Dann ist auch V5 # () und es gibt keine Kante e = {A, B} mit A € V; und B € V4.

Definition

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Kante e € E heif}t
Briicke, wenn der Graph G’ := (V, E'\ {e}) mehr

Zusammenhangskomponenten als G hat.

einzige Briicke

5.4 Lemma.

Sei G = (V, E) ein Graph und e € E. Dann ist Anzahl der Komponenten des Graphen G’ := (V, E '\ {e})
entweder gleich der Anzahl der Komponenten von G oder um eins grofler als diese.

Beweis:

Sei e = {Py, P1 }, und seien V1, ..., Vj die Komponenten von G, wobei Py, P; € V. Dann sind V4, ..., Vi, auch
Komponenten in G’, und Vi zerfallt in G’ in hochstens zwei Komponenten, denn jedes A € Vi ist mit Py
oder P; verbindbar.

5.5 Lemma.

Ist G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph, in dem alle Knoten geraden Grad haben,

so besitzt G keine Briicke.

Beweis:

Sei e = {4, B} eine Briicke in G. Nach Lemma 5.4 besitzt dann G’ := (V, E\ {e}) genau zwei Komponenten.
Sei Gy := (V1, E1), wobei Vi die Komponente von A in G’ und E; :={e € E:e C V;}.

grado(P)—1 fallsP=A

Fiir P € V; gilt dann gradg, (P) = {gradG(P) const

Mit der Voraussetzung folgt also, daf ) ¢y, gradg, (P) ungerade ist. Widerspruch zu Lemma 5.2.
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Eulersche Wege und Zyklen

Definition. Ein Eulerscher Weg in einem Graphen G = (V, E) ist ein Weg, in dem jede Kante e € F genau
einmal vorkommt. Ein Fulerscher Zyklus ist ein geschlossener Eulerscher Weg. Ein Graph heifit eulersch,

wenn er einen Eulerschen Zyklus besitzt.

5.6 Lemma.
Sei G ein Graph und o = (Ao, ..., A,) ein Weg in G.
Fiir jeden Punkt P von G sei grad,(P) :=|{i <n: P € {A4;,A;11}|

1mod 2 falls Ag # A, und P € {4y, An}

Dann gilt: grad, (P) = {O nod 2 sonst

Beweis:
2k +2 falls Ag=A, =P

Mit k:=[{i:0<i<n& P=A;} gilt grad, (P)=1< 2k+1 falls Ay # A, und P € {4y, A4, }
2k falls P & {Ap, An}
5.7 Lemma.
Sei G = (V, E) ein endlicher zusammenhéngender Graph, dessen sémtliche Ecken geraden Grad haben.
Sei ferner « ein geschlossener Weg in G, der nicht alle Kanten von G enthélt.

Dann 1a8t sich ein Zyklus o/ angeben, der a echt erweitert.

Beweis :

Man wihle eine nicht zu « gehorende Kante { By, B1} mit By in a.

(Man tiberlegt sich leicht, daf es eine solche Kante geben mufl: Sei {P, Q} eine nicht zu « gehorende Kante.
Liegt P auf «, so By := P, By := ). Andernfalls existiert ein Kantenzug von P zu einer Ecke von a. Dieser

Kantenzug enthélt mindestens eine Kante {By, By} mit By in « und B nicht in «.)

Solange wie moglich wiahlt man nun sukzessive Ecken Bs, Bs, .. ., so dafl (By, ..., B;) jeweils ein Weg in G ist,
der keine Kante von « enthélt. Da G endlich ist, erhélt man schlielich einen Weg 8 = (B, ..., By,) derart, daf§
alle mit By, inzidenten Kanten zu o oder 3 gehoren. Dann ist grad(By) = grad,, (By)+gradz(By). Nach 5.6
ist grad,, (By) gerade und somit auch grad;(By,) gerade. Wiederum mit 5.6 folgt daraus By = By,. Esist o =
(Ao, ..., Ap) mit Ay = A, und By = A; fiir ein j < n. Offenbar ist o’ := (A;,..., An, A1,...,A4;,B1,...,By)
ein Zyklus (denn A; = By = By), der a echt erweitert.

5.8 Satz.

Ein endlicher zusammenhangender Graph G ist genau dann eulersch,

wenn alle seine Knoten geraden Grad haben.

Beweis:
L.5.

1. Ist « ein Eulerscher Zyklus, so gilt grad,(P) = grad, (P) %0 mod 2, fiir jeden Knoten P von G.

2. Haben alle Knoten von G geraden Grad, so erhélt man durch iterierte Anwendung von 5.7 einen Zyklus,

der alle Kanten von G enthélt, d.h. einen eulerschen Zyklus.

Korollar
Sei G = (V, E) ein endlicher zusammenhéngender Graph und seien A # B zwei Knoten ungeraden Grades.

Ist dann grad, (P) gerade fiir alle P € V' \ {A, B}, so gibt es in G einen Eulerschen Weg von A nach B.
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Beweis:

Wir erweitern G zu einem Graphen G’ durch Hinzunahme eines Punktes X und der Kanten {X, A}, {X, B}.
Dann ist G’ zusammenhéngend und alle Punkte von G’ haben geraden Grad. Nach 5.8 besitzt G’ also einen
Eulerschen Zyklus . Da {X, A}, {X, B} die einzigen mit X inzidierenden Kanten von G’ sind, gilt o.E.d.A.
a=(X,A,..,B,X). Dann ist (A, ..., B) ein Eulerscher Weg in G.

Bemerkung. Das im Beweis von 5.7 beschriebene Verfahren zur Konstruktion eulerscher Zyklen heifit

Algorithmus von Hierholzer.

Konigsberger Briickenproblem.

Zu finden ist ein Weg, der jede der 7 Briicken genau einmal beniitzt und zum Ausgangspunkt zuriickkehrt.

D
A B
c
Euler 16ste dieses Problem im negativen Sinne.
D
Wenn wir die Briicken durch Kanten darstellen, so
haben wir folgenden Multi-Graphen I' (d.h. Graphen
mit evtl. mehr als einer Kante zwischen je zwei A B
Knoten) zu betrachten:
C
D

Durch Einfiihrung zusétzlicher Knoten 1at sich das
Problem auf eines fiir (einfache) Graphen
zuriickfithren. Sei also G der folgende Graph:

C/

C

Das Konigsberger Briickenproblem wére genau dann losbar, wenn G eulersch ware, was nach Satz 5.8 offenbar

nicht der Fall ist.

Definition. Ein Weg (Ao, ..., A,,) in einem Graphen G heiit einfach, wenn A; # A, fir alle ¢ # j mit
eventueller Ausnahme der Félle (¢ = 0,j = n) und (i = n,j = 0). Ein Hamiltonscher Weg in einem
Graphen G ist ein einfacher Weg, in dem alle Knoten von G vorkommen. Ein Hamiltonscher Zyklus ist ein
Hamiltonscher Weg, der ein Zyklus ist. Ein Graph wird hamiltonsch genannt, wenn er einen Hamiltonschen
Zyklus besitzt.
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5.9 Lemma.

Sei G = (V, E) ein Graph, und seien A # B zwei Knoten von G mit e := {4, B} ¢ F und

grads(A) + gradg(B) > n:=|V|. Fir G’ := (V, EU {e}) gilt dann: G hamiltonsch <= G’ hamiltonsch.
Beweis:

Die Richtung “=" ist trivial.

“<”: Sei a ein Hamiltonscher Zyklus von G'.

Fall 1: « enthélt die Kante e nicht. Dann ist o auch Hamiltonscher Zyklus von G.

Fall 2: « enthélt die Kante e. Dann existiert in G ein Weg (X1,...,X,,) mit X3 = A, X;, = Bund V =
{X1,., X} Sei Ng:={i: {4, X;} e E&3<i<n—-1}und Ng:={i: {B,X; 1} € E&3<i<n-—1}
Wegen {4, B} ¢ FE gilt [N4| + |Ng| = grad(A) + gradg(B) —2>n—2. Ware NaeNNg =0,s0n—-2<
|INA|+|Ng| = [NaAUNp| < n—3, was falsch ist. Also existiert einé € {3,...,n—1} mit {4, X;},{B,X;,-1} € E.
Dann ist (X1, X2, ..., Xi-1, Xpn, Xn—1, -.., Xi, X1) ein Hamiltonscher Zyklus von G. Widerspruch.

5.10 Satz.
Sei G = (V, E) ein Graph mit n := |V| > 3.
Gilt fiir je zwei nicht benachbarte Ecken A, B von G stets grads(A) + gradg(B) > n, so ist G hamiltonsch.

Beweis durch Induktion nach dg := |P2(V)| — | E]:

Annahme: G nicht hamiltonsch. — Dann gibt es zwei nicht benachbarte Punkte A, B € V. Nach Vor-
aussetzung ist grad;(A) 4+ gradg(B) > n. Sei G’ wie in Lemma 5.9 definiert. G’ erfiillt ebenfalls die
Voraussetzungen des Satzes; auflerdem ist dgr < dg. Nach IH ist G’ also hamiltonsch. Mit Lemm 5.9 folgt,
dafl auch G Hamiltonsch ist.

Korollar.

Sei G = (V, E) ein Graph mit n := |V| > 3.

Haben alle Knoten von G einen Grad > n/2, so ist G hamiltonsch.

Definition.

Sei G = (V, E) ein Graph. Unter dem Kantengraph (englisch line graph) zu G versteht man den Graphen
L(G)=(E,E')mit ' :={{e,f}:e,f €eE&|en f|=1}.

G ¢ L(G) e c

Bemerkung.
Ist G ein eulerscher Graph, so ist der zugehorige Kantengraph L(G) hamiltonsch.

€1 €2 €3 €n
Ps - & ... — e

Sei Ag Ay Az Ap_1 Ap = Ag ein Eulerscher Zyklus in G.
Dann ist E = {ey, ..., e, }, wobei ey, ..., €, paarweise verschieden.

Folglich ist (e, ..., en,e1) ein Hamiltonscher Zyklus in L(G).
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86 Baume

6.1 Lemma.

Sei G ein Graph. Sind die Knoten A, B in GG verbindbar, so existiert in G ein Weg von A nach B.

Beweis:

Sei A # B. Nach Voraussetzung gibt es in G einen Kantenzug (Ao, ..., A,) mit Ag = A und A,, = B. Wir
beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Sei (Ao, ..., 4,) noch kein Weg. Dann gibt es i < j < n
mit A; = A;. Wegen Ay # A, ist 0 < i oder j < n; sei etwa 0 < i. Dann ist (Ao, ..., Ai—1,4,,...,Ay) ein
kiirzerer Kantenzug von Ag nach A, und die Behauptung folgt mit TH.

Definition.
Ein Graph heifit azyklisch (oder Wald), wenn er keinen Zykeln besitzt.

Ein Baum ist ein zusammenhangender azyklischer Graph.

Fiir jeden Graph G sei Komp(G) die Menge seiner Zusammenhangskomponenten.

6.2 Lemma.

Sei G = (V, E) ein Graph, e = {A,B} € Fund G’ = (V, E \ {e}). Dann sind dquivalent:

(i) [Komp(G)| = [Komp(G')],

(i) Komp(G) = Komp(G'),

(iii) G besitzt einen e enthaltenden Zyklus.

Beweis:

“(i)<(ii)”: Siehe Beweis von Lemma 5.4.

“(i)e(iil)”: Komp(G) = Komp(G') < A, B sind in G’ verbindbar EeS

< es existiert ein Weg (B, Py, ..., Py, A) in G’ < es existiert ein Zyklus (A, B, Py, ..., P, A) in G.

6.3 Lemma (Kantenabschitzung).

Fiir jeden endlichen Graphen G = (V, E) gilt |V| = |E| + |Komp(G)|, falls G azyklisch,

und |V| < |E| + |Komp(G)| sonst.

Beweis durch Induktion nach |E|:

1. |E| = 0: Dann ist G azyklisch und es gilt Komp(G) = {{A}: A € V}, also |V| = |Komp(G)| + | E|.
2. |E| > 0: 2.1. G enthalte einen Zyklus «. Sei e eine Kante von o und G’ := (V, E'\ {e}).

Dann |V] < [E\ {e}| + |[Komp(G)| "2 |B] ~ 1 + | Komp(G)|.

2.2. G azyklisch: Sei e € E und G’ := (V, E \ {e}). Dann ist auch G’ azyklisch und somit gilt

VIZ ] = 1+ [Komp(@')| 2" |B| = 1+ |[Komp(G)| + 1 = |E| + | Komp(G)|

6.4 Satz (Charakterisierung der azyklischen Graphen).

Fiir jeden endlichen Graphen G = (V, F) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) G ist azyklisch.

(ii) Je zwei Knoten von G sind durch hochstens einen Weg verbindbar.

(iii) V] = |E] + [Komp(G)|.
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Beweis :

“(i)=(i)": Seien (Ao, ..., 4,), (Bo,..., Bm) zwei verschiedene Wege von A nach B (A # B). O.E.d.A. ist
m < n. Fall 1: Ay = By fiir alle k¥ <m. Dann ist m < n und (4,,, ..., A,) ein Zyklus. Fall 2: sonst. Dann
existiert ein kleinstes k < m, so da§ Ay # By. Sei ¢ > k minimal mit A; € {Boy, ..., B}, etwa A; = B;.
Ist j > k, so ist (Ag—1,..., A, Bj_1,...,Bxk—1) ein Zyklus. Ist j < k, so ist (4;,..., A, ..., 4;) ein Zyklus.
Widerspruch.

“(ii)=(1)”: Ist (Ao, ..., Ap) ein Zyklus in G, so sind (Ag, A1) und (A,, Ap_1, ..., A1) zwei verschiedene Wege

von Ag nach A;.

“(i)<(iil)”: Lemma 6.3.

6.5 Lemma.
Sei V eine endliche Menge, R € V und p: V \ {R} — V eine Funktion mit der Eigenschaft
VX € V\{R}Ik € N[pF(X) = R] (#).
Dann ist (V, E) mit E := {{p(X),X}: X € V\ {R}} ein Baum.
Die Bedingung (%) ist insbesondere dann erfiillt, wenn V = {Ay, ..., A, }, |[V| =n+1, R = Ao
und p(A4;) € {A4og, ..., Ai—1} fur i =1, ..., n gilt.
Beweis:
1. Fiir jedes A € V \ {R} ist p(A) # A, denn sonst Yn(p™(A) = A # R).
2. Fiir jedes A € V ist A, p(A),p*(A),...,p"(A) = R ein Kantenzug in (V, E).
3. ABeV\{R} & A#B = {p(A),A} # {p(B), B},
denn andernfalls wiire p(A) = B & A = p(B), und somit Vk(p*(A) € V \ {R}).
Nach 1. und 2. ist (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Nach 3. gilt |E| = |V]| — 1.
Mit Satz 6.4 folgt also, daB (V| E) ein Baum ist. Der Rest ist klar.

Aufspannende Biaume in Graphen; der Kruskal-Algorithmus

Definition. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Graph G’ = (V', E’) heifit Untergraph von G, wenn V' C V
und E' C E. Ein aufspannender Wald von G ist ein azyklischer Untergraph G’ = (V, E’) mit Komp(G) =
Komp(G'). Ein aufspannender Wald, der ein Baum ist, heiit aufspannender Baum oder Spannbaum von G.
6.6 Satz.

Sei G = (V, E) ein endlicher Graph und (V, Ep) ein azyklischer Untergraph.

Dann besitzt G einen aufspannenden Wald (V,T) mit Fy C T

Beweis durch Induktion nach |E|:

Sei G kein Wald. Dann gibt es einen Zyklus « in G. Da Ej azyklisch ist, besitzt o mindestens eine Kante
e ¢ Ey. Sei G’ := (V,E\ {e}). Nach IH besitzt G’ einen aufspannenden Wald (V,T), mit Ey C T. Wegen
Komp(G) = Komp(G') (siehe L.6.1) ist dieser aber auch aufspannender Wald von G.

Korollar 1. Jeder zusammenhéngende Graph besitzt einen aufspannenden Baum.

Korollar 2. Ist G’ aufspannender Wald des Waldes G, so G' = G.
Beweis: E' C E & |E'| = |V|— |[Komp(G')| = |V| — |Komp(G)| = |E| = E' =E.

26



6.7 Satz.

Seien (V, E), (V, E’) endliche Wilder mit |E| < |E’|.

Dann gibt es eine Kante e € E' \ E, so dafl auch (V, E'U {e}) ein Wald ist.

Beweis:

Seien V1, ..., V,, die Komponenten von (V, E'). Wegen |E| < |E’| und Lemma 6.3 kann dann (V, E’) hochstens
n—1 Komponenten haben. Deshalb gibt es i1,i2 € {1,...,n} (i1 # i2) und eine Kante {B1, Bz} =e € E'\ E
mit By € V;, und By € V;,. Offenbar ist nun auch (V, EU{e}) ein Wald. (Ein Kreis « in (V, EU{e}) miifite

e enthalten, und « ohne e wére dann eine Verbindung von By und By in (V, E).)

6.8 Lemma.

Sei G = (V, E) ein endlicher Graph und 7 die Menge aller azyklischen Teilmengen von E. Dann gilt:
(V,T) ist aufspannender Wald von G <= T ist maximales Element von (7, C).

Beweis:

“<": Sei T ein maximales Element von (7, C). Nach Satz 6.6 besitzt G einen aufspannenden Wald (V,T")
mit 7 C T'. Dann ist auch 77 € T, also T = T” und somit (V,T) ein aufspannender Wald von G.

“=7: Sei (V,T) aufsp. Wald von G. Dann T € 7 und es existiert ein maximales Element 7" € 7 mit T C T".
Wegen “«<” ist T” ein aufsp. Wald von G. Es folgt |T'| = |V| — |[Komp(G)| = |T'| und somit T =T".

Definition.
Sei (V, E) ein Graph und w : E — IR eine Funktion (Gewichtsfunktion,).

Fir T C Esei w(T):=)  pw(e) (GewichtvonT).

6.9 Satz (Algorithmus von Kruskal)
Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit E = {e1,...,em} (|E| =m) und
eine Gewichtsfunktion w : E — IR, so dafl w(e1) < ... < w(ey,).

Definition: 71 := 0, Thy1 = {T;€ U{er} falls (V, T} U{ex}) Wald
T sonst

, T :=Tnhi1.

Behauptung:

(V,T) ist ein w-minimaler aufspannender Wald von G, d.h. (V,T) ist aufspannender Wald von G und
w(T) < w(T") fir jeden aufspannenden Wald (V,T”) von G.

Beweis:

Offenbar ist T' eine maximale azyklische Teilmenge von E.

Nach Lemma 6.8 ist also (V,T) ein aufspannender Wald von G.

Sei nun T' = {ep(1), ..., epy} mit k(1) < ... < k(I), und sei (V,T") irgendein aufspannender Wald von G.
Dann |T'| = |[V|— |Komp(V,T")| = |V|— |Komp(G)| = |T| =1, also T' = {g1, ..., g1} mit w(g1) < ... < w(g).
Annahme: w(T") < w(T).

Dann existiert ein ¢ € {1, ..., 1} mit w(g;) < w(eg()) und w(g,) > wleyy) fir v =1,...,i—1.

Satz 6.7 angewandt auf die Kantenmengen Ey := {gi,...,g;} und Ep := {eg(1), ..., ex(i—1)} liefert ein j €
{1,...,i}, so daB g; & Eo und (V, Eo U {g;}) ein Wald ist. Nun gilt w(g;) < w(g:) < w(ep(;), also g; = ex
mit k" < k(7). Nach Definition ist Ty C Trr1 € Ti(s) = {€k(1), - €k(i—1)} = £o. Da (V, EgU{g;}) ein Wald
ist, mufl somit auch (V, T} U{ey }) ein Wald und folglich Tjs41 = TjrU{e } sein. Also g; = ey € Tir+1 C Ep.
Widerspruch.
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Bemerkung.
Sortiert man in 6.9 die Kanten derart, dafi w(e;) > ... > w(e,,), so liefert der Algorithmus von Kruskal einen

w-maximalen aufspannenden Baum.

Beispiel (“bottleneck problem”)

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender endlicher Graph und w: F — Ry := {z € IR : ¢ > 0}.

Fiir jeden Weg a = (Bo, ..., Bi) in G heifit c(a) := min{w(B;, Bi+1) : i < k} der untere Querschnitt oder
die Kapazitat von « (Querschnitt der Rohren in einem Leitungssystem, Kapazitét einer Straflenverbindung).
Gesucht ist fiir jede zwei Punkte A, B ein Weg von A nach B von maximaler Kapazitét.

6.10 Lemma.

Sei G, w wie oben und (V,T) ein w-maximaler aufspannender Baum von G.

Dann ist fiir je zwei A, B € V der Weg von A nach B in T ein Weg maximaler Kapazitat.

Beweis:

a = (By,...,B;) sei der Weg von A nach B in T und e = {Bj, B;;1} eine Kante mit ¢(«o) = w(e). Dann
ist (V,T\ {e}) ein Wald mit genau 2 Komponenten Vi, V5. Offenbar ist {{C1,C2} € T : Cy € V] & Cs €
Vo} = {e}. Annahme: o' ist Weg von A nach B in G mit ¢(a’) > c¢(e). o muB eine Kante f = {P,Q}
mit P € V; & Q € V3 enthalten. Dann w(f) > c¢(o/) > ¢(a) = w(e), und T" := (T \ {e}) U {f} wire
aufspannender Baum mit w(7”) > w(T"). Widerspruch.

87 Abstinde in bewerteten Graphen

Definition.
Sei G = (V, E) ein Graph.
Fir AeVsei Adg(A) :={X eV :{A, X} € E}.

Fir A,B €V sei

da(A, B) = {iin{Ldnge(a) : v ist Weg von A nach B} Zilrllztein solcher Weg existiert (Abstand)

Der Algorithmus von Moore liefert (zu jedem vorgegebenen Knoten A von G) die Absténde dg (A, P) fir alle
Knoten P von G.
7.1 Satz. (Algorithmus von Moore)
Sei G = (V, E) ein Graph und A € V. Definiert man Wy, C V durch
Wy = {A} y Wig1 = UXEWk AdG(X) \ W<y, wobel Wey :=WoU...UW}
sogilt Wy ={P eV :da(A4,P)=Ek}

Beweis:
da(A,P) = k+1 < 3Q(d(A,Q) =k & P € Ada(Q)) & da(A,P) > k &

& dQ e Wk(P S Adg(Q>) & P ¢ ng & Pe Wk+1.
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Definition.
Ein bewerteter Graph (oder Netzwerk) ist ein Paar (G, w) bestehend aus einem Graphen G = (V, E) sowie
einer Bewertungsfunktion w : E — IRy := {x € R : z > 0}. Fiir jede Kante e € E heiit w(e) das Gewicht

(oder die Ldnge) von e.

w({A,B}) falls {A,B}€FE
Fir A, B € V setzen wir w(A4, B) := {() falls A= B

) sonst
Ferner sei a + 00 := 00 + a := oo fiir alle a € R U {c0}.

Fiir jede Punktfolge v = (Ao, ..., 4;) in G sei w(a) := >, w(As, Aiy1).
Ist o ein Kantenzug in G, so nennt man w(«a) das Gewicht (oder die Léinge) von a.
Der Abstand zweier Knoten A, B in (G, w) ist
d(A, B) :=dg (A, B) := min({oo} U {w(a) : &« Weg von A nach B})
(= min{w(«) : « Punktfolge von A nach B})
Es gilt dann: (i) d(4,A4) =0, (ii) d(A,B)=d(B,A), (i) d(A4,C) <d(A,B)+d(B,C) .

Der verallgemeinerte Warshall-Algorithmus dient zur simultanen Bestimmung aller Absténde dg (A4, B) in

einem bewerteten Graphen (G, w).

7.2 Satz. (Verallgemeinerter Warshall-Algorithmus)

Sei (G, w) ein bewerteter Graph mit G = (V, E), V = {Ao, ..., A}, |[V| = n+1.
Eine Punktfolge (By, ..., Byy) in G nennen wir eine i-Folge,

wenn ihre Zwischenpunkte By, ..., By,—1 in {Aq, ..., A;—1} liegen.

Durch Rekursion nach ¢ definieren wir Werte d; i Wie folgt:

%), = w(Ay, Ag) . dift = min{dly, di; + diy ).

Dann ist d;k = min{w(e) : « i-Folge von A; nach A;}. Insbesondere d;?,jl =da,w(4;, Ar)

Beweis:

Definition. Fir = (Bo,..., Bym) und ' = (B, Bm1, .-, Bi) sei |5 := (Bo, ...s Bm, Bm+1, -, Bi).

Durch Induktion nach 4 definieren wir fiir alle j, k& < n eine i-Folge aék von A; nach Ay mit w(a?k) = d;k:

Lo o (A falls j=k o v _ ajylogy,  falls dj; + dy, < diy,
Tk (Aj, Ay) sonst [ L a’y, sonst

Bleibt zu zeigen: Fiir jede i-Folge o von A; nach Ay, ist d;-k < w(a):

i = 0: Kklar.

Schritt von ¢ auf i+1:

1. Sei o = (A;, B1, ..., By, Ay) eine i+1-Folge:

1.1. « ist i-Folge: Dann dﬂ'l < dé-k 2 w(a).

1.2. « ist keine i-Folge: Dann gibt es 1 <1y <y <m, so da} B,, = B,, = A; und a := (Ao, B1, ..., B,,),
ag := (By,, ..., Ai) sind i-Folgen. Es folgt: d;'};l < dj; + di), Ig w(ar) + w(az) < w(a).
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Der Algorithmus von Dijkstra dient (bei vorgegebenem Anfangsknoten Ag) zur simultanen Bestimmung
aller Abstdnde dg (Ao, B) in einem bewerteten Graphen (G,w). Zugleich liefert der Algorithmus einen

aufspannenden Baum von G.

7.3 Satz (Algorithmus von Dijkstra).

Sei (G, w) ein zusammenhéngender bewerteter Graph mit G = (V, E), |V| = n+1.

Fir k=0, ...,n definieren wir Ay, € V, d : V — Ry U{oo}, pr: V — VU{oco} wie folgt:
I. Ag € V beliebig, do(Ap) :=0, do(X) := oo fiir X # Ay, po(X) := 0.

IL. Fir k < n sei digy1(X) := min{di(X), dx(Ax) + w(4g, X)} (X € V);

Ak+1 eV \ {AQ, . Ak} wird so gewéhlt, daB} dk+1(Ak+1) < dk+1(X) fir alle X € V \ {Ao, . Ak},

| A falls d11(X) < di(X)
Pr1(X) == {pk(X) sonst :

Dann ist V = {Ajy, ..., A} und es gilt:

(a) d(Ao, Ax) =dn(Ag) =...=dp(Ag) < ... <do(4g) , flir k=0,....,n

(b) Fir 0 <k <mn gilt pp(Ax) € {Ao, ..., Ax—1} und d(Ag, Ar) = d(Ao, pr(Ak)) + w(pr(Ak), Ak) < 0.

(¢) G* := (V,E*) mit E* := {{px(4k),Ax} : 0 < k < n} ist ein aufspannender Baum von G, und
de- (Ao, X) = de(Ag, X) fiir alle X € V.

Beweis:

Hilfssatz.

(1) dn(X) < ... < do(X);

(2) d(Ao, X) < di(X);

(3) 8= (B, ..., B;) ein Weg von Ag nach Ay, so dp(Ax) < w(B) .

Beweis: (1) klar.

(2) Induktion nach k:

o1 (X) = dp(X) = d(Ao, X) oder dip1(X) = di(Ar) + w(Ap, X) = d(Ao, Ag) + w(Ap, X) > d(Ag, X).
(3) Induktion nach k: 1. k = 0: trivial.

2. k — k+1: Sei 8 = (By, ..., B;) ein Weg von Ay nach Ayy;.

Dann existiert ¢ < [ und j < k mit B; = A; und B;j11 & {Ao, ..., A }. Es folgt

Ber(Aien) ' it (Bi) € i (Bi) " di(45) + w4, Bisn) S w(Bo, o Bi) +w(By, Biva) < w(d),
(a) Aus dem Hilfssatz folgt d(Ag, Ax) (%) dn(Ag) %) e <odi(Ag) (%) d(Ag, Ag).

(b) Sei 0 < k < n. Da V zusammenhéngend ist, gilt d(Ag, Ax) < co.

Wegen (a) und do(Ay) = oo gibt es deshalb ein kg < k mit d(Ag, Ax) = dp(Ar) = ... = dio+1(Ak) < diy (Ar).
Dann gﬂt pk(Ak) Déf' pk0+1(Ak) Déf' Ako und d(A(), Ak) = dk0+1(z4k) Déf' dko (Ako) + w(AkO, Ak) (i)

d(AQ, Akﬂ) + ’LU(AkO s Ak)
(c) folgt aus (b) mittels Lemma 6.5. ({px(Ax), Ax} € E folgt aus w(pr(Ak), Ax) < 00.)
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Beispiel.

@

Al A4 A5 A3 A2

Ao

do

dy

(0.9]

(0.9]

da

ds

dy
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