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81 Vollstandige Induktion

Wir setzen hier das System Z = {...,—2,—1,0,1,2,3,...} der ganzen Zahlen und das Rechnen mit diesen
Zahlen als bekannt voraus. Es sei IN := {0,1,2,3,...} die Menge der nicht-negative ganzen Zahlen. Die

Elemente dieser Menge heiflen natiirliche Zahlen.

Im folgenden bezeichen wir mit den Buchstaben i, j, k,l, m,n stets natiirliche Zahlen.

Das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion lautet:

A(ng) & ¥n > ng(A(n) = A(n+1)) = Yn > ng A(n),

d.h. um die Aussage Vn > ngA(n) zu beweisen, geniigt es, folgendes zu zeigen:

(I) A(no) (Induktionsanfang)

(II) VYn > ng[A(n) = A(n+1)]  (Induktionsschritt oder Schiufi von n auf n+1).

Die Annahme A(n) in (IT) nennt man Induktionsvoraussetzung oder Induktionshypothese (kurz TH).
Beispiele.

(a) Fiir alle n > 5 gilt n? < 2",

(b) Sind ag < ... < a, natiirliche Zahlen, so gilt n < a,,.

Beweis durch (vollstdndige) Induktion nach n:

(a) )52 =25<32=25 (I)n>5&n?<2" = (n+1)2=n?+2n+1<n?+n?<2"+2" =2+
(b) (1) 0 < ag.

(II) ap < ... < ap < Apt1 L <ap < apt1 = nt+l <apyi.

1.1 Satz (Allgemeine Induktion).

Sei M eine Menge und p : M — IN. Dann gilt fuer jede Aussage A(z):

Vo e MYy € M(u(y) < p(z) = A(y)) = A(x)] = Vo e MA(x).

Beweis:
Abk.: A*(n) & Yy e M(uly) <n = Ay)).

Gelte Vo € MMy € M(p(y) < p(z) = A(y)) — A(x)]. Dann: (1) Vo € M(A*(u(z)) = A(z)).
Wir zeigen nun Vn.A*(n) durch Induktion nach n. Mit (1) folgt daraus dann Vz € MA(x).

(I) A*(0) gilt trivialerweise.

(I1) A*(n) gy A*(n) & Ve € M(u(z) =n= A(z)) = Ve(u(lzr) <n+1— A(z)), ie. A*(n+1).
Korollar (<n-Induktion). Vn(Vk < nA(k) = A(n)) = VnA(n).

Beispiel.

Die Folge (ay)nen der Fibonacci-Zahlen wird durch folgende Rekursionsgleichungen definiert:
ap:=0,a1:=1, apyo:=an +apy1. (a2=1a3=2,a4=3,a5 =5, a5 =38,...)
Behauptung: n > 2 = a,49 > (%)"

Beweis durch <p-Induktion:

Fall 1: n < 2. Trivial. Fall2: n=2. ay=3> §=(2)?. Fall3: n=3. a5 =5> % = (3).

IH
Fall 4: n > 4. apqo =ap+anp1 > G2+ E) 1 =E) 21+ 2) > E)n2- 2= ().
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Definition. n € IN heifit Primzahl :< 2 <n & -3Im, k < n(n = mk).

1.2 Satz. Jede natiirliche Zahl n > 2 kann als Produkt von Primzahlen dargestellt werden.

Beweis durch <-Induktion: Sei n > 2.
Fall 1: n Primzahl. Dann fertig.
Fall 2: n ist keine Primzahl. Dann existieren m,k < n mit n = mk. Wegen 2 < n gilt 2 < m, k. Nach IH

haben wir Darstellungen m =p;---p, und k =q1---qs, alson =mk =py -+ prq1 - - qs.

1.3 Satz (Prinzip vom kleinsten Element).
0 A£ACN = Ine AVk € A(n <k).
(Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen besitzt ein Minimum, d.h. kleinstes Element.)

Beweis:

() VnVk<nkg A=n¢g A)=Vn(n ¢ A) [<n-Induktion]

(2) “Vn(n & A) = —Vn(Vk <n(k ¢ A) =n & A) [logisch dquivalent zu (1)]
(3) In(ne A) = In(Vk <n(k & A) &n € A) [logisch dquivalent zu (2)].

1.4 Lemma.

Jede nach unten (oben) beschriankte nichtleere Menge A C Z besitzt ein Minimum (Maximum).

Beweis:

1. Sei a € A und c eine untere Schranke. Dann ist B := {n:c+n € A} # () (denn a — ¢ € B); es existiert
also ng := min(B). Dann ist ¢+ ng =min(A4). (r€ A = v —c€B = ng<z—c = c+ng<x.)

2. A nach oben beschrinkt = —A = {—z : 2 € A} nach unten beschrénkt ....

1.5 Lemma. Seien a,b € Z,1 <b.

(a) Es existiert genau ein ¢ € Z mit bg < a < b(q + 1).

(b) Es existieren eindeutig ¢, € Z mit a = bg+r und 0 < r < b.

Beweis:

(a) Eindeutigkeit: bg; < a <b(g; +1) (1=0,1) = bgo<a<b(g1+1) &bg1 <a<blgy+1) =

= <qa+l&a<qe+l= q@=aqa

Existenz: Fall 1: 0 < a. Sei M := {& € Z : 2b < a}. M ist nicht leer (z.B. ist 0 € M) und nach oben
beschrénkt (z.B. durch a). Somit existiert ¢ := max(M). Es folgt bg < a < b(g+1).

Fall 2: a < 0. Nach 1. existiert ¢ mit b§ < —a < b(g+1), also b- (—¢—1) <a <b- (—4).

. =g falls a = b - (—q) <
Mit g := { _G—1 sonst folgt daraus bg < a < b(q+ 1).

(b) Sei ¢ wie in (a) und r := a — bg.

b-adische Darstellung natiirlicher Zahlen

1.6 Lemma. Sei b,¢;,¢; € IN und 2 <b.

(a) 0 < cyuey 0 <b = S0 b < BT

(b) 0 < co,¢hy--yen,chy <b& S0 bt =31 bt = ¢ =d firi=0,..,n.
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Beweis durch Induktion nach n:
. n— . TH bzw.(x)
(a) Yoi bt = Zi:Ol cibt + epb™ < b + cp,b™ = (1 + ¢, )b < bHL,
() Im Fall n = 0 ist 37" e;b' = 0 < b™.
(b) S ek =0 geibi =1a = a=b(X1) cip1b?) +co & a=bXr chyib) +ch hemmg 1.5b
co=ch& Z?:_Ol cip1bt = E?:_Ol b &= ch & cip1 =ciyq fiir i =0,...,n — 1.
1.7 Satz. Seien a,b € IN mit 2 < b und 0 < a.

Dann existiert genau eine Tupel (cy, ..., ¢o) natiirlicher Zahlen < b, so daB a = Y., ¢;b° und ¢, > 0.
Man nennt (cy, ..., co) die b-adische Darstellung von a. Die b-adische Darstellung von 0 sei ().

Beweis:

Existenz: Induktion nach a. Nach Lemma 1.5b existieren cg, a’ mit a = ba’+cound 0 < ¢y < b. Wegen 2 < b
ist 0 <a <a. Ist ' =0, s0 ¢y =a>0. Andernfalls haben wir nach IH ' = " ¢;b* mit 0 < ¢} < b und
cl, > 0. Wir setzen c; 1 := ¢; und erhalten a = ba’+co = b(c,b"+. . .4+c(b) +co = 1™ T+ 4c1bl +cobP.
Eindeutigkeit: Ist a = Y. ,c;b" mit 0 < cg,...,¢c;,, < bund 0 < ¢y, so gilt b < a LEGa b+l Damit ist n

eindeutig bestimmt. Die Eindeutigkeit von cy, ..., ¢, folgt aus L.1.6b.

Bezeichnung.

D(b; a) bezeichne die b-adische Darstellung von a € IN.
Ferner sei [],:=0 und [cpn,...,colp := Z bt

i=0
Bemerkung.

Aus dem Beweis von Satz 1.7 erhélt man folgende rekursive Beschreibung von D(b; a):

() fallsa =0
D(b;a) = ) .
D(b;q) *(r) fallsO<a=bg+rmit0<r<b
Umgekehrt gilt: [cn, ..., colp := b [cn, ..., C1]p + Co.

Beispiele.

[5,4,3,2,1]7 = 7:[5,4, 3,2]74+1 = 7(7-[5,4, 3]742)+1 = 7(7(7-[5,4]74+3)+2)+1 = 7(7(7(7-[5]7+4)+3)+2)+1 =
=7(7(7(75+4)+3)+2)+1=T(7(739+3) +2)+1=7(7-276 + 2) + 1 = 7-1934 + 1 = 13539.
Verschiedene Darstellungen von 893:

Hexadesimal: 893 = 16-55 + 13 = 16(16-3 + 7) 4+ 13 = 16(16(16-0 + 3) + 7) + 13 = [3,7,13] 6.

Oktal: 893 =8111+5=28(8134+7)+5=28(8(8:1+5)+7)+5=28(8(8(80+1)+5)+7)+5=[L,5,7,5]s.
Binér: 893 = 2:446 + 1, 446 = 2:223 + 0, 223 = 2-111 4+ 1, 111 = 2:55+ 1, 55 = 227+ 1, 27 = 2:13 + 1,
13=26+1,6=23+0,3=21+1,1=20+1. Also893=11,1,0,1,1,1,1,1,0,1]».



§2 Endliche Mengen; Grundlagen der Kombinatorik

Abkiirzungen.

1. Firn e Nsei I, :={i € N:i <n} (={0,..,n—1})

2. f: X =Y :& fist eine Abbildung (Funktion) von X nach Y.

3. f: X <Y & fist eine bijektive Abbildung (Bijektion) von X nach (auf) Y.
4. YX := Menge aller Abbildungen von X nach Y.

5. P(X) := Menge aller Teilmengen von X (Potenzmenge von X).

2.1 Lemma. Ist f: I,, — I, injektiv, so m < n.

Korollar. Aus f: I, < I, folgt m = n.

Beweis durch Induktion nach n:

1. n =0: Dann auch m = 0.

2. n=ng+1und f(I,,) C I,: Aus IH folgt m < ny.

3. n=ng+1und f(I;,) € I,,: Dann ist m = mg + 1 und es existiert ein j < mg mit f(j) = no.

3.1. j =mg: Dann f|I,,, : I, — In, injektiv und somit nach IH mgy < ng, also auch m < n.

flmg) fallsi=j
f@@) sonst ’

0
3.2. j < mg: Dann f(mg) < ng. Definition g : I, — I, g(i) := {
Wie man leicht sieht, ist g injektiv und folglich mgy < ng.
Definition.

Eine Menge X heifit endlich, wenn es ein n € IN und eine Bijektion f : I, — X gibt. Dieses (nach Lemma 2.1
eindeutig bestimmte) n heift Mdchtigkeit oder Anzahl der Elemente von X und wird mit |X| bezeichnet.
(Eindeutigkeit f: X < I, & g: X < I, = fog ': I, I, = m=n.)

Eine Menge X heiflt unendlich, wenn sie nicht endlich ist. Fir unendliches X sei | X| := oco.

Fiir n € IN sei (per Definition) n < co.

Bemerkung. IN ist unendlich.

Beweis: f:IN — I, injektiv = f|,,11 — I,, injektiv = | < n. Widerspruch.
Bemerkung. |0] =0, [{a}| = 1.

2.2 Lemma. X,Y endlichund XNY =0 = |[XUY|=|X|+]|Y].

Beweis :

Sei f: X < I, und g:Y < I,. Definition: h: X UY — L,1p, h(z) = {ﬁ? 9(2) izﬁ: z E })5

h ist offenbar bijektiv, also [ X UY|=m +n = |X]|+|Y].

2.3 Lemma. Y C I, = [Y|<n.

Beweis durch Induktion nach n:

Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial, denn Iy = ). Sei jetzt n = ng + 1.

Fall 1: Y C I,,,: Beh. folgt aus IH.

Fall 2: Y = Yy U {no} mit Yy C I,,,: [Yo| o & {no} =1 = [V|"2% Yol + [{no}| < no+ 1 =n.



2.4 Lemma.

(a) f: X =Y bijektiv = |X|=[Y].

(b) f: X — Y injektiv = | X| < |Y].

© f: X =Y = [f(X)]<|X].

(d) X endlich & X ; Y = | X|<|Y].

Beweis :

(a) Kklar.

(b) Seig:Y « I, und Z := g(f(X)). Dann gof : X < Z C I,, und folglich | X| @ |Z| L%d n=|Y|.

(¢) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir X = I, also f : I, — Y, annehmen. Offenbar ist

dann g : f(I,) — In, g(x) := min{i < n: f(i) = «} injektiv. Nach (b) gilt deshalb |f(I,)| < |I,|.
(b)
(d) Sei yo € Y\ X. Dann | X| < |X|+1=|XU{yo}| < |Y].

2.5 Lemma. Ist X endlich und f: X — Y, so gilt:

(a) f injektiv & |f(X)| = |X].

(b) |X|=1Y] = (f injektiv < f surjektiv).

Beweis :

(a) “=": f injektiv = f: X — f(X) bijektiv "= |£(X)| = |X].

“<": Sei f nicht injektiv. Dann gibt es z, 21 € X mit f(zg) = f(x1) und xg # x1. Sei Xg := X \ {zo}.
Dann |X| = [ Xo| + 1 und £(Xo) = F(X), also [f(X)] = |f(Xo)| = |Xo| <|X].

() f injektiv & £ = x| FEY rx0) =1y < fxX) =Y. (+) £(X) CY und L2.4c.d.

2.6 Lemma. Fiir endliche Mengen X,Y gilt:

(a) [ X x Y] =[X]-]Y].

(b) Y| =y |XL.

() [P(X)| = 21¥1.

Beweis :

(a) Induktion nach | X|: 1. X =0: [X xY| =10 =0=|X]|-|Y].

2. X =XoU{a}: Dann X xY = (Xo x Y) U ({a} x Y) und folglich

X X ¥ = [Xo x V] + [{a} x Y] = [Xo| - [V| + [V] = ([ Xo|+1) - [¥] = |X] - [¥].

(b) Induktion nach |X|:

LX=0:[YX=1=|Y"

2. X = Xo U {a}: Die Abbildung Y*° x Y — YX (f,y) — fU{(a,y)} ist bijektiv und folglich
YX| = [y X x v| & [y Xop v Byl y| = y|IX].

1 fallsz € X.

0 sonst

Dann ist die Abbildung P(X) — {0,1}%, M ~ xa bijektiv und folglich gilt |P(X)| = |{0, 1} © 91|

(c) Fir M C X sei xpr: X — {0,1}, xm(2) := {

Bemerkung. In Verallgemeinerung von 2.2 und 2.6a gilt:
(a) Ist X die disjunkte Vereinigung der Mengen Xj, ..., X,,, so ist | X|=|X1|+ ...+ |X,|.
b)) | X1 X ... x Xp| = | Xq] oo | X0l



Definitionen.
n

|
0l :=1, (n+1)! := n! - (n+1); <k> - ﬁ falls k < n; fiir k > n sei <Z) —0.

Pu(X):={Y € P(X):|[Y|=k}.  Bemerkung. (Z) = (n " k) fiir k < n.

2.7 Lemma.

(a) (Z) — (Zj) n (";1) falls 0 < k, .

(@) L k=mn: () =1= (") + (")

2. k>n: (1) =0= () + (")

) (n—1)! (n—1)! m=—Dk+n—-Dln-Fk) n!
DI —1-G—D) " Kn—1- R Kl(n —&)! = W -k

(b) Induktion nach n:

1. n =0 oder k = 0: klar.

2. 0 <n,k: Dann X = Xy U {a} mit |[Xo| =n—1.

Ferner P (X) = Pp(Xo) UM mit M :={Y U{a}:Y € Pr_1(Xo)}.

Somit [Py(X)| = [Pk(Xo)| + [M] = [Pe(Xo)| +[Pe-r(Xo) 2 (1) + (=) @ ().

(c) Sei X ={1,...,n}. Offenbar ist P(X) die disjunkte Vereinigung der Mengen P (X) (k =0, ...,n).
Daraus folgt > _, |Pk(X)| = |P(X)| und weiter (mit (b) und 2.6¢) die Behauptung.

n

2.8 Lemma (Binomischer Satz). (z+y)" = Z (Z) 2" FyF | fiir alle ,y € R und n € IN.
k=0
Beweis durch Induktion nach n:

0
Ln=0: (a4) = 1= (o = 3 Qa0

i=0
1H n o n o n o

L@+ =@ty @4y = @ty B (2 = B G+ B ()2 =
S (n ke ko SR 1—k, k 1 ;n n 71kk 1 )
> (Rt iyt 50 (1) Ry = et {(k) + (k—1)]xn+ Ty =
k=0 k=1 k=1

S 1 ot 1—k, k
xn+1 4 Z (’ﬂz )xn—i-l—kyk_'_yn—l—l — Z (nk )mn—&- — yk.

k=1 k=0
Abkiirzungen.

Bij(X,Y) (bzw. Inj(X,Y) bzw. Surj(X,Y)) bezeichne die Menge aller bijektiven (bzw. injektiven bzw. sur-
jektiven) Abbildungen von X nach Y. S(X) := Bij(X, X) nennt man die symmetrische Gruppe der Menge

X. Schlielich sei S,, := S({1,...,n}). Die Elemente von S, nennt man Permutationen der Zahlen 1, ..., n.

2.9 Lemma.
(a) [ X|=|Y|=n = |Bij(X,Y)| =nl

b)ym=|X|<|Y]|=n = |Inj(X,Y)|:#lm)! =n-(n-1)-(n—=2)---(n—m+1).



Beweis :

(a) Induktion nach n: 1. n =0: |Bij(X,Y)|=1=0l. 2. n>0: Sei a € X und

Fy = {f € Bij(X,Y) : f(a) = y}. Offenbar ist Bij(X,Y’) die disjunkte Vereiningung aller F, (y € Y).
Ferner gilt |F,| = |Bij(X \ {a}, Y \ {y})] £ (n — 1)!. Folglich |Bij(X,Y)|=>", v |Fyl = (n—1)!-n=nl
(b) Offenbar ist Inj(X,Y") die disjunkte Vereinigung aller Mengen Bij(X,Z) (Z € P, (Y)), und folglich
(X, V)] = X pem, v, IBII(X, 2)] 2T (j;) ol =

Beispiel.

yey

(n—m)!"

Auf einer Party, auf der mindestens 23 Personen sind, ist die Chance, dass davon zwei Personen am gleichen
Tag Geburtstag haben, grofler als die, dafl es keine Geburtstagspaare gibt.
Sei X :={1,..,m}, Y :={1,....,n}. (m =23, n=365)

Vx| Vx| nm 36523

Beispiel.
Wieviele “Moglichkeiten” gibt es, aus einer Menge von n Kugeln m Kugeln (genauer, m mal eine Kugel) zu
ziehen, wobei folgende vier Versionen unterschieden werden?
1. Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge nicht relevant:
Ziehung = m-elementige Teilmenge von {1,...,n}. Zahl der méglichen Ziehungen: ().

3. Ziehen ohne Zuriicklegen, Reihenfolge relevant:

n!
—m)!”

Ziehung = Injektion von {1,...,m} nach {1,...,n}. Zahl der méglichen Ziehungen: @

3. Ziehen mit Zuriicklegen, Reihenfolge relevant:

Ziehung = m-tupel aus {1, ...,n} (d.h. Element von {1,...,n}™). Zahl der moglichen Ziehungen: n™.

4. Ziehen mit Zuriicklegen, Reihenfolge nicht relevant:
Eine Ziehung ist ein m-Tupel von Elementen aus {1, ...,n}, wobei es nicht auf die Reihenfolge ankommt.
Die moglichen Ziehungen entsprechen deshalb den Elementen von
Zmm = {(k1, k) 1 1 < k1 <...<ky, <n}
Bestimmung von |Zy, »|
Definition: ® : Z,,, , — P ({2,...,n4+m}), ®(k1,... . km) ={ki+i:i=1,...,m}.
 ist bijektiv, folglich |Zy, n| = [Pm({2,...,n+m})| = ("7,
Beweis von “® surjektiv’: Sei X € P,,({2,...,n+m}).
Dann existiert k] < ... < kJ, mit X = {kf, ..., k], }.
Sei k; :=k[ —4. Dann 1 <k; <...<ky, <nund ®(ky,....kn) = X.
Beweis von “® injektiv”: Seien (ki,...,km) # (l1, ..., lm) Elemente von Z,, ,.
Dann existiert ein j € {1,...,m} mit k; # [, und k; = [; fur 1 <i < j. O.E.d.A. k; <l;.
Es folgt kj +j € ®(k1,...,km) \ (1, ..., l;n) und somit ®(k1, ..., kp) # (1, ..., lm)-



83 Teilbarkeit in Z

Vereinbarung.
Die Buchstaben a, b, ¢, d, q,p, z,y, z bezeichnen im folgenden stets ganze Zahlen (d.h. Elemente von Z).

|z| bezeichnet den Absolutbetrag von x. N;:={neIN:1<n}.
Definition. bla & Jx € Z(xb = a) (b teilt a, b ist Teiler von a)

Folgerungen.

(a) clb&bla = cla

(b) cla& clb = clza+ yb

(¢) ¢#0 = (bla & beclac)

(d) bla & —bla < bl—a

(e) al0und 1|a

(f) (Oja< a=0)und (a|]l ©aec{-1,1})

(g) bla&kl1<a = b<a

(h) bla & a#0 = 1<b| <|al

(i) bla & alb = |a| =1b]

(§) Vk = 1(kla & k[b) = |a] = |b]

Definition

Eine Teilmenge a von Z heifit Ideal in Z, wenn gilt:

(i) 0O€a

(ii) a,bea=a+bea

(iii) r€eZ&aca=zaca

z.B. sind {0} und Z Ideale, ebenso Za := {za : x € Z} (fir a € Z),
allgemeiner Zay + - - - + Za,, := {> i, x;ia; : T1,...,x, € L} (fir ay, ..., a, € Z).

Bemerkung. bla & a€Zb < Za CZb.

3.1 Satz (Z ist Hauptidealring).

Zu jedem Ideal a von Z gibt es genau ein a € IN mit a = Za.

Beweis:

Fiir a = {0} ist die Behauptung trivial (a = 0). Sei jetzt a # {0}.

Existenz: Die Menge IN; N a ist nicht leer [ 0 # b € a = —b € a |, hat also ein kleinstes Element a.
Za Ca: trivial. aCZa:y€a&ky=qga+rmit0<r<a =r€a =r=0= y¢€Za.

Eindeutigkeit: Ist auch a = Za' mit o’ € INy, so folgt ala’ & a'|a, also a = d’.

Definition (grofter gemeinsamer Teiler). Fir aq,...,a, € Z (n > 1) sei
T(a1,...,an) :={b€Z:blay & ... & bla,}

geT(ar, ... an) = {BnaxT(ah 0 ) iilrllsstﬂi(ai #0)

Bemerkung. T(ay,...,an) = T(b1,...,bm) = ggT(a1,...,an) = g&T (b1, ..., bm).



3.2 Lemma.

(a) a1, ...,an € Za & a€T(ay,..,a,).

(b) a € Zay + ... + Za,, = T(ay,...,an) CT(a).
(¢c)aeT(ar,...,an) = T(a) CT(ay,...,an).

(d) Za =Zay + ...+ Zay, = T(ay,...,an) =T(a).
Beweis :

(a) klar

(

b)
(c) ala; & bla = bla;.
d) Za=Za1 + ...+ Za,, = a1,....,anp € Za& a € Zay + ... + Za,

(
= a€T(ar,...an) & T(ar,....an) C T(a) & T(ay,...,an) = T(a).

a=z1a1 + ... + Tpa, &blay & ... & bla, = bla.

(a):7§b)

3.3 Lemma. (Darstellung von ggT).

Fiir aq,...,a, € Z und d € IN sind dquivalent:

(i) d=ggl(a,...,an)

(i) deT(ar,...,an) & d € Zay + ...+ Za,

(i) Zd = Zay + ...+ Zan

(iv) T(d)=T(a1,...,an)

Beweis:

Nach Satz 3.1 gibt es ein a € IN mit Zay + - - - + Za, = Za. Fir dieses gilt: (x) a = ggT (a1, ..., an).
Beweis von (%): Im Fall @ = 0 ist die Beh. klar. Sei jetzt @ > 0. Dann: aq,...,an, € Za = a € T(ay,...,an);

a€Zay+ ...+ Za, "2 Whe T(ay,...,an)(bla) = Vb€ T(ay,...,an)(b < a).

Das Lemma ergibt sich nun wie folgt:

W) Y deT(ar, . an) &d=a = (i) “E* a1, ...,an € Zd & d € Zay + ... + Zap = (iii) "2 (iv) = ().

3.4 Lemma. Ausa=qb+ cfolgt T(a,b) =T(b,c) und weiter ggT(a,b) = ggT(b,c).

Beweis: d € T(b,c) & a=gb+c=dla. d€T(a,b)&c=a—qb = d|c

Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung des ggT

Seien rg, 71 € IN'\ {0} gegeben.

(i) Man berechnet k, qo, ..., qx—1,72, -.., "k+1 € IN, so dafl
r1>Te > ... > T =0 und (%) Tn = @ - Tyt + Tpae firn=0,...,k—1.

(ii) Dann ist ggT(rg,71) = rg, und durch Elimination von 7y, ..., rx—; aus den Gleichungen (xq), ..., (*g—2)
erhilt man eine Linearkombination ry = z-rg + y-r1.

Beweis:

1. Aus (*0),..., (*g—1) folgt mit 3.4: ggT(rg,r1) = g&gl(r1,72) = ... = g&l (rp—1,7%) = 88T (1, 0) = 7.



2. Durch Induktion nach k — n zeigt man 3z, y(ry = xr, + yra41):
2.1. Aus (xg—2) folgt rp = re—o — qr—_2Tk—1-

(* n
22, rg =241+ Y rago :)> Th =TT 1 + Y (Tn — @ulng1) = Y + (T — Yqn) Tni1.

Beispiel: ry =111, r; = 39.

rn T Gt T geT(111,30) = 3 =
ro=111=2-39 +33
ri— 39—1.33 46 133+ (=5)-6 =133+ (~5)(39 — 1.33) =
ry= 33=5-6  +3 (—5) -39+ 6-33 = (=5) - 39 + 6(111 — 2:39) =
3= 6=2-3 40 6-111 + (~17) - 39
T4 s

Bemerkung. ggT(ay,...,a,) = geT(ggT (a1, ..., an-1),a,) (n>2).

Beweis:

Sei d := ggT(ay, ...,an_1). Dann T(a1,...,an) = T(ay, ..., an—1) N T(an) “2* T(d) N T(an) = T(d, ay,).

Bemerkung. Aus Lemma 3.3 folgt: ggT(a1,...,a,) =1 <& 1€ Zay + ... + Zay,.

Definition
ai, ..., a, heien teilerfremd (relativ prim), wenn ggT (aq, ..., a,) = 1.
ai, ..., an heiBen paarweise teilerfremd, wenn ggl (a;,a;) =1 fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j.

3.5 Lemma.

(a) albc & ggT(a,b) =1 = alc

(b) gegT(a1,b) = ... =gglT(an,b) =1 = gglT(ay ...  a,,b) = 1.
(¢) a, ..., a, paarweise teilerfremd und a;|b fir i = 1,....,n = ay -...- ayld.
Beweis :

(a) albc & za+yb=1 = albc & xac+ ybc =c = alc.

(b) Induktion nach n: 1. n = 1: trivial.

2. Schritt: Vi € {1,...,n+1}(ggT(a;,b) = 1) = Vie {1,...,n}(ggl(a;,b) = 1) & ggT(ant1,b) =1 iy
= ggl(a ... an,b) =1& ggT(ayy1,b) =1 S geT(ay ... aps1,b) =1

(x) ggT(a,b) =1 & ggT(c,b) =1 = ggT(ac,b) = 1.

Beweis: za+yb=1& 2'c+y'b=1 = 1= (za+yb)(a'c+y'd) = za’ - ac+ (zay' + yx'c + yby’) - b.

(c¢) Induktion nach n: 1. n = 1: trivial.
IH & (b)
=" q

)

2. Schritt: Vorauss. 1oeeraplb& ant1|b & geT(ar ... an,ani1) =1 = a1 ... ani1ld.
(%) alb & c|b & ggT(a,c) =1 = aclb.
Beweis: za=b& yc=b& 2'a+y'c=1=b=2a'ab+y'cb=2'ayc+ y'cxa = (z'y + y'x)ac.

Definition

P:={nelN:2<n&-3Im,k <n(n=mk)} (Menge aller Primzahlen)
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3.6 Lemma.

Fiir alle ay, ...,ax € Z und p € P gilt:

(a) aeN & alp = a=1oder a=p.

(b) plag-...-ar = Ji < k(play).

Beweis :

(a) Sei a € IN mit a|p. Dann 1 < a < p und es existiert £ € IN mit ka = p. Wére 1 < a < p, so auch k < p
und p ware keine Primzahl.

(b) Annahme: pfa; fir i = 0,..., k. Nach (a) gilt dann ggT (a;,p) = 1 fir ¢ = 0, ..., k. Mit Lemma 3.5b folgt
daraus ggT(ag - - ag,p) = 1, d.h. pfay---ag

Definition. Fir p € P und a € Z \ {0} sei v,(a) :== max{m € IN : p"|a}.

3.7 Lemma.

Ist a = py° - ... pp* mit paarw. verschiedenen Primzahlen py, ..., py und no, ..., n € IN, so gilt fiir alle p € P:

o(a) = 0 falls p & {po, ..., Px }
P n; falls p=p; € {po,..., Pk}
Beweis :

(1) pla & Ji<kp=p; &n; >0)

. 3.6b 3.6
= 0<n;. p|pi" &n; >0= plp; = p = pi.

Beweis von “=": pla 38b 5 < Ek(plp;*). plpi* =p<p*

(2) i €{0,....,k} = vp,(a) = n,.

no+1

720 A3 N pzk =Dy . ¢ und

Beweis: 0.E. ¢ =0. p{°|a: klar. pg“'l,( a: Annahme: a = pg”l -¢. Dann pg° - p}
somit pi* - - pi* = po - c. Mit (1) folgt po € {p1, ..., pr}. Widerspruch.

(3)p ¢ {po,pi} F pfa = vyla) =0.

3.8 Lemma. Fiir alle a,b € IN'\ {0} gilt:

(a) a=b <= VYpeP(uy(a)=uvp(d)).

(b) Vp € P(uy(a-b) = vp(a) + vy(b) ).

(c) alb <= VpeP(vp(a) <vp(b)).

(d) Vp € P(v,(ggT(a, b)) = minfu,(a), vp(b)} ).

Beweis :

Nach Satz 1.2 gibt es paarweise verschiedene Primzahlen po, ..., pr, sowie ng, ..., ng, mg, ..., mg € IN mit
a=p;°--pp¥ und b=p{"---p"*. Nach 3.7 gilt dann vy, (a) = n; und vy, (b) = m; fir i =1,..., k,
sowie vp(a) = 0 = v,(b) fir p & {po, .., Pk }-

(a) Vp € P(vp(a) =vp(b)) = ny=wp,(a) =vp,(b) =m; firi=1,....k = a=b.

(b) a-b=pgot™ ... p* ™ und somit (nach 3.7) vy, (a-b) = n; +m; = vy, (a) + vy, (b) fiir i = 1, ..., k,
sowie vp(a-b) = 0 = v,(a) + v,(b) fir p & {po, ..., Pk }-

(¢) “=7 wa=b & v,(a) < vp(x) +vp(a) = v,(b).

“<” : Nach Voraussetzung gilt n; < m, fiir ¢ =0,..., k. Deshalb c:=pg® " -....p/"* ™" € IN.
Es folgt a-c=p{® ... - pi* =b.
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(d) Sei ¢ = ppintmomo) L pmin(ems) - Dann v, (c) = min{vy(a), vp(b)} (%)

Es folgt: dla & d|b 9 Vp € P(vp(d) < vpla)) & Vp € P(v,(d) < v,() &

< Vp € P(vy(d) < min{v,(a),v,(b)}) ©OF dle. Also T'(a,b) = T(c) und deshalb ¢ = ggT (a, b).
Beispiel: n=360=2%-32.5 m=756=22-3%.7 = ggl(n,m)=2%.32 = 36.

3.9 Satz (Primzahlsatz von Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:
Fiir jedes n > 2 gibt es eine Primzahl p mit n < p < n!+1, denn sind py < ... < pi alle Primzahlen < n und
ist p ein Primteiler von pg - - - pp+1, folgt p & {po, ..., pr }, also p > n, und natiirlich ist p < pg - - - pr+1 < nl+1.

Zusatz: Es gibt beliebig grofie Liicken in der Primzahlfolge, denn fiir jedes n > 2 kommt unter den Zahlen

n!+ 2, n!+3,..., n!l +n keine Primzahl vor [ n! + ¢ hat den echten Teiler 7 |.

64 Restklassen

Definitionen.
Sind z1, x5 irgendwelche Objekte, so bezeichnet (x1,x2) das (geordnete) Paar mit erster Komponente x1 und

zweiter Komponente xo. Fir Paare (z1,x2), (y1,y2) gilt: (x1,22) = (y1,¥2) < x1 =y1 & T2 = yo.

Fiir Mengen X7, Xo bezeichnet X7 x Xo die Menge aller geordneten Paare (21, z2) mit ;1 € X7 und 24 € Xo,
d.he: X7 x Xo:={(z1,22) : v1 € X1 & x9 € Xo} (kartesisches Produkt).

Eine bindre (oder 2-stellige) Relation ist eine Menge von geordneten Paaren. Ist R C M x M, so nennt man
R eine binére Relation auf M.

Schreibweise; Ist R eine bindre Relation, so schreibt man oft ‘Rxy’ (oder auch ‘xRy’) statt ‘(x,y) € R’
Eine bindre Relation R auf der Menge M heif3t

— reflexiv, wenn Vo € M (xRx);

— antireflexiv, wenn V(- zRx);

— symmetrisch, wenn Vz,y(x Ry = yRx);

— transitiv, wenn Vz,y, z(xRy & yRz = zRz).

Eine Relation R C X x X heifit Aquivalenzr@lation auf M, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so sei

[2]r == {y € M : Ry} (Aquivalenzklasse von x € M),

M/R = {[z]g : x € M}.

4.1 Lemma.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, so gilt:

(a) z € [z]p (Vx € M),

(b) zRx’ < [zlg=[2'lr & [z]lrN[2]r #0 (Vz,2' € M),
() M = U,enlz]r-
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Beweis:

(a) x € M = zRx = z € [z].

(b) xRz’ & y € [2'] = xRx' & 2’ Ry = xRy = y € [x].

xRz & y €[] = 2’Rx & xRy = 'Ry = y € [7/].

[2] =[] =z € [z] = [z] N ['].

y € [z]N[2'] = 2Ry & 2’ Ry = xRy & yRx' = xzRa’.

(c) folgt aus (a).

Vereinbarung. Im folgenden sei stets m > 1 und p € P.

Definitionen.

a=,b & a=bmodm & mla—b (a undb sind kongruent modulo m)

rm,(a) := Rest von a bei Division durch m, [andere ({ibliche) Notation: a mod m]
d.h. rp,(a) € {0,...,m—1} und Jq € Z(a = mq + r,,(a)).

[a)m :={y €Z:a =, y} (Restklasse von a modulo m)

a+Zm:={a+xz:x€Zm}.

4.2 Lemma.

(a) rpp(a) =rn,(b) & a=,b.

(b)

(c) a+Zm = [a]m.

(d)

Beweis:

=,, ist eine Aquivalenzrelation auf Z.

a+Zm=b+7Zm & a=,,>.

(a) Sei 7 :=ry,(a) und 7’ :=r,,(b). Dann a = mq + 7 und b = mq’ + v/ mit r,7' € {0,...,m—1}.
‘=" r=r" => a—b=(mg+r)— (m¢ +r)=m(q—¢).

“="a =, b=mla—b=mim(¢g—¢)+r—r" = mlr—r' = r—r’ =0, denn |r—r'| < m.

b) folgt aus (a).
(c)y€a+ZmeIxecZmly=at+z)egly=a+gm) S mly—a<Sa=,y<yE [an.
(d) folgt aus (b), (¢) und 4.1b.

4.3 Lemma. (Regeln fiir das Rechnen modulo m)
(@) a;=pbifiri=1,...n = Y1 a4 =pm Y iy biund [T a; =n [T bi
(b) a=p b = a™ =, b".

(¢) myq,...,my paarweise teilerfremd und @ = bmod m; fiir j =1,...,k = a =bmod my - - - my.
(d) ac =y, be & ggT(m,c) =1 = a=,, 0.

Beweis :

(a) Es reicht, den Fall I = 2 zu betrachten: ml|b;—a; (i = 1,2) = m|(bi—a1) + (b2—a2) &
m|(bi1—a1)ba + a1 (ba—az) = m|(by + b2) — (a1+az) & m|b1by — ajas.

(b) folgt aus (a).

(c) mylb—a (V§) 22 my - ... mylb—a.

(d) m|(a—b)e & ggT(m,c) =1 2 m|a—b.
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k .
Folgerung. Istn= ) a;10" mit 0 < a; < 10 fiir alle 4, so gilt:
i=0
n=ay+a +---+a,mod3, n=ap+a;+---+armod9, n=ay—a; +as F--- mod 11.

d.h. n ist genau dann durch 3 (bzw. 9) teilbar, wenn die Summe der Ziffern durch 3 (bzw. 9) teilbar ist;
n ist genau dann durch 11 teilbar, wenn die alternierende Summe der Ziffern durch 11 teilbar ist.

Beweis: Fiir alle i € IN ist 10° = 1 mod 3, 10’ = 1 mod 9 und 10° = (—1)® mod 11.

Beispiel: Rest von 216 bei Division durch 11: 2* =16 =1; 5 = 216 = (24)* = 5% = 252 = 32 = 9 mod 11.
Definition. Z/Zm := {[a],, : a € Z} (Menge aller Restklassen modulo m)

4.4 Lemma.

(a) Z/Zm = {[0]m, [1]m,- .-, [m—1]m} und |Z/Zm| = m.
(b) Z ist disjunkte Vereinigung von [0],, ..., [m—1].
Beweis:

(a) Fiir alle a € Z gilt r,,,(a) € {0,...,m—1} und m|a — ry,(a), also [a]m = [rm(a)]m.

AuBerdem [i],, # [j]m fur alle i,5 € {0, ...,m—1} mit ¢ # j.

(b) folgt aus 4.2d und 4.1c.

Definition ¢(m):=[{a €{0,...,m—1} : ggT(a,m) = 1}| (BEuler-Funktion oder Eulersche @-Funktion)

4.5 Lemma. FiirpePundn >1gilt ¢(p") =p" —p* 1 =p"tp-1).

Beweis: Fiir alle a € {0,...,p" — 1} gilt:

geT(a,p") #1 < > 1(bla & bp™) &™) pla & Fk(k-p=a<p") & Tk <p(k-p=a).
Also !{a €{0,....,p"—1} : ggT(a,p") # 1}’ = ‘{p k:k=0, ...,p”_l—l}‘ =pn~L

() 1 <b&blp™ = plb. [Bew.: 1 <b&blp” = (g€ P)qlb & bp™ = ¢lp™ = ¢=p = p|b]
4.6 Lemma.

(a) ggT(a,m) =1 < 3Fd/(ad =, 1). (b) a =, b = ggT(a,m) = ggl (b,m).

Beweis:

(a) ggT(a,m) =1« 3d’,q(ad’ + gm = 1) & Ja'(m]ad’ — 1) & Fd'(ad’ =, 1).

(b) mla —b = Vz(z|la & zjm & x|b & xjm) = ggT(a,m) = ggT (b, m).

Definition.

Die Restklassen [z],, mit ggT (z,m) = 1 heiflen prime Restklassen modulo m. (Def. sinnvoll wegen L.4.6b)

(Z)Zm)* := {[z]m : [z]m ist prime Restklasse modulo m} heifit die prime Restklassengruppe modulo m.
Bemerkung. ¢(m) = |(Z/Zm)*|.
Definition.

B C Z heifit primes Restsystem modulo m, wenn B aus jeder primen Restklasse modulo m genau ein Element

enthilt, d.h. wenn B durch b — [b],,, bijektiv auf (Z/Zm)* abgebildet wird, d.h. wenn B = {b1, ..., by(m)}
mit Vi(ggT (b;,m) =1) und Vi, j(b; =, b; = i = j).
Beispiel. ¢(12) =4. {1,5,7,11} und {—5,—1,13,17} sind prime Restsysteme modulo 12.
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4.7 Lemma.

Ist {b1,...,bu(m)} €in primes Restsystem modulo m und gilt ggT(a,m) = 1,
so ist auch {aby, ..., abga(m)} ein primes Restsystem modulo m.

Beweis:

ggT(b;,m) =1& ggT(a,m) =1 "= ggl(ab;, m) = 1.

ab; =, ab; & ggT(a,m) =1 43d b =m b = i=7j.

4.8 Satz.

(a) (Euler) ggT(a,m)=1 = a%*™ =1modm

(b) (Fermat) a” = a mod p, insbesondere a?~! = 1 mod p falls p Ja

Beweis:

(a) Sei {b1,...,bp(m)} primes Restsystem. Dann ist auch {abi,...,aby ()} primes Restsystem, also existiert
eine Permutation m mit aby ;) =y, b;. Es folgt a?(Mp, ... bo(m) = abr(1) *+* abr(p(m)) 453;: b1 by(m)-

Aus a?™by by = br by und ggT (b, m) =1 fiir i = 1, ..., ¢(m) folgt (mit 4.3d) a®(™ =, 1.
(b) pfa = ggl(a,p) =1 Lot @) po1 — gee) =,1 = ad=,a pla = pld@—a.

4.9 Lemma.

Sei Z,, ={0,...,m—1} mit m = p - q, wobei p, ¢ zwei verschiedene Primzahlen.

Wie unten gezeigt wird, ist dann ¢(m) = (p—1)-(¢—1).

Fiir s € N sei Vg : Zyy, — Zp, Vs(n) := 1 (n®). Dann gilt fiir alle s,¢,n € IN mit st = 1 mod ¢(m):

(a) (n*)t =, n.

(b) Vi(Vs(n)) = n, falls n € Z,,.

Beweis:

(a) Da p und g verschiedene Primzahlen sind, geniigt es (nach 4.3c), die Kongruenzen (n®)® =, n und
(n®)t =4 n zu beweisen. Aus Symmetriegriinden kénnen wir uns auf den Beweis fiir p beschrinken. Im Fall
p|n ist die Behauptung offenbar richtig, denn wegen st = 1 mod ¢(m) ist st > 1 und somit p auch Teiler

von (n®)t. Sei also p kein Teiler von n. Nach 4.8b gilt dann n?~! = 1 mod p (*). Wegen st = 1 mod ¢(m)
existiert ein € IN mit st = 1 + z-p(m). Es folgt (n®)t = nst = p!T2@-D=1) = . (pp=1)zla-1) (;)p n

(b) Sei a := Vy(n). Dann V;(Vs(n)) = Vi(a) Dzefm at =, (n®)? gm n, also V;(Vs(n)) = n.

Anwendung: RSA-Verfahren. Eine Faktorisierung zufillig gewahlter grofler Zahlen 148t sich auch mit
leistungsfahigen Grofirechnern nicht in verniinftiger Zeit durchfithren. Auf dieser praktischen Unmdoglichkeit
der Faktorisierung beruht eine géngige Verschliisselungstechnik, ndmlich das nach seinen Erfindern Ronald
Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman benannte RSA-Verfahren. Dessen Grundidee besteht darin, daf3
die Verschliisselung mit Hilfe eines sogenannten dffentlichen Schliissels einfach durchzufiihren ist, jedoch das

Entschliisseln nur bei Verwendung eines geheimen privaten Schliissels in verniinftiger Zeit moglich ist.

Sei m = p- ¢, wobei p # g zwei (sehr grofie) Primzahlen. Man wéhlt ein s < ¢(m) mit ggT (¢(m),s) = 1.
Das Paar (m, s) nennt man den dffentlichen Schlissel. Aus s und ¢(m) kann man mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus eine Zahl ¢ mit st = 1 mod ¢(m) berechnen (privater Schlissel). Die Verschliisselung einer
Nachricht n € Z,, erfolgt durch Anwendung der Funktion V;. Die verschliisselte Nachricht V(n) kann dann
mit Hilfe des privaten Schliissels ¢, d.h. der Funktion V;, wieder entschliisselt werden (L.4.9).
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Beispiel. p:= 53, ¢ := 61, m = 3233, ¢(m) = 3120. Wir wihlen s := 1013 mit ggT (p(m),s) = 1 (s ist
sogar eine Primzahl). Mit Hilfe des Euklid. Algorithmus erhalten wir —25¢(m)+77s = 1. Folglich kénnen wir
t = 77 als privaten Schliissel nehmen. Die Nachricht n = 10 wird mittels s = 1013 zu n’ := r,, (10'%13) = 2189
verschliisselt. Aus der verschliisselten Nachricht n’ erhiilt man mittels ¢ = 77 wieder n = r,,(218977) = 10.

4.10 Lemma.
Sei m = my -...-my mit paarweise teilerfremden my,...,my (k > 1), und sei ¢; := 2L = [[m; (i =1,....k).
Dann gilt:
(a) Es gibt y1, ..., yk, so daBl ¢;y; = 1 mod m; fur i =1,... k.
(b) Ist g;y; = 1 mod my; fur i =1, ..., k, so gilt fir alle a, by, ..., by € Z:
a= Zk: bi(¢;yi) modm <= a=b;modm,; firi=1,... k.
Beweis: -
(a) ggT(mi,m;) =1 fiir j #i 2 ggT(mi,q) =1 =2 3yi(qiy = 1 mod m;).
(b) Seiag := Zle bi(q:y:). Wegen ¢;y; = 1 mod m; und ¢; = 0 mod m; fiir j # ¢ gilt dann ag = Z§:1 bigy; =

b;q;y; = b; mod m;, und es folgt: a = ag mod m Ldge Vi(a = ap mod m;) < Vi(a = b; mod m;).

Bemerkung.
Mit Hilfe von Lemma 4.10 kann man sogenannte simultane Kongruenzen
x =b;modm; (i =1,...,k, my,...,my paarweise teilerfremd)

I6sen.  Seien z.B. m; = 3, my = 7, mg = 11. Dann ist m = mimomsz = 231 und ¢ = momgz = 77,
g2 = mimsz = 33, q3 = mimeo = 21. Wir bestimmen y;, so dal 1 = ¢;y; mod m;:
y1:=2[denn 1 =77-2mod 3], y2 :=3 [denn 1 =33-3mod 7], y3:= —1 [denn 1 =21 (—1) mod 11].

Daraus ergibt sich ¢1y1 = 154, ¢oy2 = 99, q3y3 = —21.

Eine Losung etwa der simultanen Kongruenzen x = 1 mod 3, x = 2 mod 7, * = 6 mod 11 erhélt man nach
Lemma 4.10 durch Zle biqiyi =1-154+2-9946-(—21) = 154 4+ 198 — 126 = 154 + 72 = 226.

Beispiel (Berechnung von 9722 mod 1001)

1001 = 71113,

97 = (-1)® =-1=6mod 7,

97 = (—2)¥ = -220.23 = -8 =3 mod 11 [denn 2!° = 1 mod 11 (L.4.8b)]
97?3 = 623 = 11 mod 13 [denn 62 = 1mod 13 (L.4.8b) und 6! = 11 mod 13 |
AuBerdem gilt: 11-13 =143, 143-5=1mod 7, 7-13=91,91-4=1mod 11, 7-11 =77, 7712 = 1 mod 13.

Mit Lemma 4.10b folgt daraus 9723 =6-143-5+3-91 -4+ 11-77-12 = 15546 = 531 mod 1001.

4.11 Satz.
Ist m = my - ... my mit paarweise teilerfremden my, ..., my, so wird durch ¥([z]m) = ([2]my,- -, [E]my)

eine bijektive Abbildung v : Z/Zm — Z/Zmq X ... X Z/Zmy, definiert.
Ferner gilt: v ((Z/Zm)*) = (Z/Zmq)* X ... x (Z/Zmy)*.
Beweis:

Der erste Teil der Behauptung folgt schon aus Lemma 4.10. Wir beweisen das hier aber nochmal direkt.

16



1. ¢ wohldefiniert: [z],, = [¢/];m = © = @’ malm =m, T (V1) = ([T, o [Tlmy) = ([ ]mys oo [2]my)-

2. ¢ injektiv: ([Z]mys o [Tlme) = (@ ]mys oo [B]my) = T =y @' (Vi) =, 2 = [@]m = [2]m-
L.2,5b

3. |Z)Zm| =m =|Z)Zmy|- ... |Z]Zmy| = |Z/Zmy X ... x Z]Zmy| & 1 injektiv "= 1) surjektiv.
4. Y((Z)Zm)*) = (Z)Zmy)* X ... X (Z]Zmy)* gilt wegen:
3.5b

[]m € (Z)Zm)* <— geT(z,m)=1 & ggl(x,m;) =1(Vi) <= [2|m, € (Z/Zm;)* (Vi).

Korollar 1 (Die Euler-Funktion ist multiplikativ).
o(my-...-mg) =p(my) ... o(my), falls mq, ..., my paarweise teilerfremd.

Beweis:

p(m) = [(Z/Zm)*| "2 |

(Z)Zma)*| - ... - (Z]Zmp)*| = p(m) - ... - o(my).

Korollar 2 (Chinesischer Restsatz).

Ist m = my - ... - my mit paarweise teilerfremden my, ..., myg, so gilt fur alle by, ..., b € Z:

Das System von Kongruenzen x = b; mod m; (i = 1,...,k) besitzt eine modulo m eindeutig bestimmte
Losung a. Mit anderen Worten, es gibt genau eine Restklasse [a],,, so dafl a = b; mod m; firi=1,... k.
Beweis:

Seien by, ..., by € Z und sei ¢ wie 4.11. Dann ([b1]my,- - -, [Dk]m,) € Z/Zmq X ... X Z/Zmy; nach 4.11 existiert
also genau ein [a],, € Z/Zm mit ¥([a]m) = ([b1]mys - -+ [bklmy ), d-he mit [a]m, = [bi]m, firi=1,.., k.
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